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Przedmowa

Przedmiotem niniejszej pracy sa obliczenia kwantowe oraz systemy hybrydo-
we, taczace metody ewolucyjne sztucznej inteligencji oraz informatyke kwan-
towa.

Programowanie przysztych komputerow kwantowych bedzie wymagaja-
cym zadaniem z powodu unikalnych, nieintuicyjnych efektow mechaniki kwan-
towej. W roznych jego aspektach moga by¢ pomocne metody ewolucyjne,
programowanie i algorytmy genetyczne. W niniejszej pracy zostanie to za-
prezentowane na przyktadzie protokotu teleportacji kwantowej, kodowania
supergestego, algorytmu Grovera oraz generowania stanéw splatanych.

Poznanie zasad dziatania przysztych komputeréw kwantowych oraz zro-
zumienie podstaw informatyki kwantowej byty dla autora niniejszej pracy
pasjonujacym wyzwaniem podczas wielu ostatnich miesiecy. Przezwyciezenie
wielu napotkanych trudnosci nie bytoby mozliwe bez zyczliwej pomocy wielu
0s6b, ktérym niniejszym serdecznie dziekuje!

Robert Nowotniak, t.odz, 2008
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Wprowadzenie

Informatyka kwantowa zajmuje sie wykorzystaniem mozliwosci obliczenio-
wych uktadéw, podlegajacych prawom mechaniki kwantowej. Od czasu po-
wstania pierwszych koncepcji komputera kwantowego ([Fey82], [Deu85]) stato
si¢ jasne, ze takie maszyny bylyby w stanie rozwiazywac niektoére problemy
algorytmiczne w sposob znacznie bardziej efektywny, dzieki wykorzystaniu
praw mechaniki kwantowej.

Zgodnie z prawem Moore’a srednio co dwa lata podwaja sie liczba poje-
dynczych elementéw elektronicznych, ktére moga by¢ umieszczone w ukta-
dach scalonych, powodujac tym samym wyktadniczy przyrost dostepnych
mocy obliczeniowych. Postepujaca minimalizacja elektronicznych uktadow
logicznych powoduje jednak, ze wielkos¢ pojedynczych elementow zblizy sie
w pewnej chwili do skali atomowej, a wowczas projektowanie takich uktadow
bedzie wymagato uwzglednienia nie tylko praw fizyki klasycznej, ale takze
praw mechaniki kwantowe;j.

Model obliczen kwantowych jest w silny sposob zwiagzany z fizycznym
aspektem realizacji samego procesu obliczeniowego. Jednym z dowodéw Swiad-
czacych o falowej naturze $wiatla jest eksperyment fizyczny, w ktorym swiatto
przechodzi przez dwie szczeliny, tworzac obraz w postaci prazkow interferen-
cyjnych. Foton porusza sie jednoczesnie dwiema $ciezkami, a ostateczny efekt
stanowi interferencje funkcji falowych zwigzanych z tym fotonem, dla kazdej
z drég. Analogiczna wlasnosé jest wykorzystywana w obliczeniach kwanto-
wych (ang. quantum computing). Komputer kwantowy mégtby wykonywaé
obliczenia w nietypowy, wspotbiezny sposoéb. Ogromna liczba obliczen, moze
nawet nieskonczona, moze by¢ wykonywana réwnolegle. Wyniki tych obli-
czen ostatecznie oddzialuja na siebie, podobnie jak w przypadku interferencji
funkcji falowych fotonu, poruszajacego sie jednoczeénie dwiema drogami. Na
koncowy wynik ma zatem wptyw, w pewnym stopniu, kazdy z pojedynczych,
prowadzonych wspotbieznie, rezultatéw obliczen.

Podobnie jak w przypadku klasycznej teorii obliczen, obliczenia kwanto-
we mogg by¢ wykonywane i analizowane z wykorzystaniem réznych mode-
li formalnych. Badajac teoretyczne mozliwosci obliczeniowe i algorytmiczne
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wspotezesnych maszyn, a takze urzadzen ktore powstang kiedykolwiek, po-
stugujemy sie modelami takimi jak rachunek lambda Churcha, model bra-
mek logicznych lub — najbardziej powszechny — model maszyny Turinga.
Przyjmuje sie — zgodnie z hipotezq Churcha-Turinga — ze jesli dane za-
danie jest obliczalne w sposéb algorytmiczny (istnieje dla niego ,efektywna
procedura” [Fey96]), to jest ono takze obliczalne w modelu maszyny Turinga.
Dodatkowo rozpatrywanie zadan obliczeniowych z punktu widzenia réznych
modeli formalnych wiaze si¢ w kazdym przypadku z niewigkszym niz wielo-
mianowym wzrostem ztozonosci. Oznacza to, ze wszystkie mozliwe problemy
obliczeniowe naleza do jednoznacznie ustalonych klas ztozonosci, niezaleznie
od modelu obliczen, w ktérym sa rozpatrywane.

Wraz z pojawieniem si¢ koncepcji komputera kwantowego, pojawity sie
jednak nowe, potencjalne, zupetnie nieoczekiwane mozliwosci maszyn obli-
czeniowych, ktore staly sie przyczyna duzego zainteresowania informatyka
kwantowa w Swiecie naukowym. Model obliczen kwantowych moze by¢ pierw-
szym powaznym kontrargumentem, pozwalajacym zakwestionowaé hipote-
ze Churcha-Turinga. Powstanie komputeréw kwantowych nie oznaczatoby
po prostu dalszego zwigkszenia osiagalnych mocy obliczeniowych o pewien
wspotezynnik — cho¢by bardzo duzy — jak ma to miejsce wspotczesnie, lecz
oznaczatoby powstanie modelu obliczeniowego, ktory miatby wicksze moz-
liwosci niz jakakolwiek maszyna Turinga, niz uniwersalna maszyna Turinga
lub niz jakikolwiek model réwnowazny wielomianowo dowolnemu sposrod
modeli klasycznych. Komputer kwantowy posiadatby wyktadnicza przewage
nad wszystkimi klasycznymi modelami obliczeniowymi, jak deterministyczne
lub probabilistyczne maszyny Turinga. Taka maszyna obliczeniowa bytaby
w stanie rozwiazywac niektore problemy obliczeniowe spoza klasy P w czasie
wielomianowym. Przyktadem takiego algorytmu jest algorytm Shora [Sho94],
pozwalajacy na faktoryzacje liczb w czasie wielomianowym. Jak dotad nie
udato si¢ ustali¢, czy istnieje algorytm klasyczny, rozwiazujacy to zadanie ze
ztozonoSciag mniejsza niz wyktadnicza.

Mozliwosé¢ faktoryzacji liczb w czasie wielomianowym przez komputer
kwantowy stanowitaby powazne zagrozenie dla niektérych uzywanych obec-
nie kryptosystemow. Uzywany wspotczesnie powszechnie kryptosystem RSA
opiera si¢ na zatozeniu, ze rozktad duzych liczb na czynniki pierwsze jest
bardzo kosztownym obliczeniowo, czasochtonnym zadaniem. Mozliwosci in-
formatyki kwantowej bytyby rewolucyjne nie tylko z punktu widzenia krypto-
analizy, ale dostarczaltyby takze nowych, unikalnych metod szyfrowania. Dzie-
ki efektom mechaniki kwantowej nie bytby mozliwy podstuch kanalu komu-
nikacji bez ingerencji w jego stan (np. kwantowa dystrybucja klucza [BB84]).
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Czy w kwantowym modelu obliczeniowym bytby obliczalny w czasie wie-
lomianowym jakikolwiek problem z klasy probleméw NP-zupelnych? Jak do-
tad nie udato sie znalez¢ odpowiedzi na to pytanie. Gdyby byto to mozliwe,
komputery kwantowe posiadatyby potege rozwiazywania dowolnego proble-
mu z klasy NP w czasie wielomianowym. Model obliczen kwantowych wy-
korzystywalby bezposrednio najdoktadniejszy znany opis fizycznej rzeczywi-
stosci, wszechswiata w ktorym zyjemy.

Oproécz problemow algorytmicznych rozpatruje sie takze mozliwosci wy-
korzystania obliczei kwantowych z punktu widzenia teorii informacji (pro-
tokol teleportacji kwantowej [BBC 93], kodowanie supergeste [BW92]) oraz
z punktu widzenia teorii gier [Sum05, Sum06, KIi04].

Obliczenia kwantowe mogg by¢ opisywane za pomocg réznych modeli for-
malnych, podobnie jak ma to miejsce w przypadku klasycznej teorii obliczen.
Podstawowym z nich jest model kwantowej maszyny Turinga — dodajacej od-
powiednie, kwantowe ,rozmycie” do klasycznej maszyny Turinga. Na kazdym
odcinku taémy kwantowej maszyny Turinga moze sie znajdowac¢ superpozycja
wszystkich mozliwych symboli, ktére bytyby przetwarzane w sposéb wspot-
biezny, zgodny z ewolucjg unitarng uktadu kwantowego. Podobnie gtowica
takiej maszyny moze si¢ znajdowa¢ réwnoczesnie w wielu potozeniach. Do-
wolny algorytm kwantowy moze by¢ wykonany za pomoca tej abstrakcyjnej
maszyny. W niniejszej pracy zostal wykorzystany rownowazny, uniwersal-
ny model kwantowych bramek logicznych tj. model obwodéw kwantowych
(ang. quantum circuits) — pozwalajacy na duzo prostszy opis obliczen i algo-
rytmow.

Istnieje obecnie bardzo duzo potencjalnych ,Sciezek”, dajacych nadzieje
na powstanie w przysztosci skalowalnego komputera kwantowego. Wymagane
jest w tym celu wykorzystanie miniaturowych uktadéw, mogacych m.in. prze-
chowywaé delikatny” stan koherencji kwantowej. Do takich zjawisk fizycz-
nych naleza m.in. magnetyczny rezonans jadrowy, polaryzacja swiatta, krop-
ki kwantowe, putapki jonowe, stany energetyczne elektronéw na powtokach
elektronowych oraz wiele innych. W roku 2001 zespét z osrodka badawczo-
rozwojowego IBM Almaden Research Center przeprowadzil pomys$lny ekspe-
ryment z prymitywnym, siedmiokubitowym komputerem kwantowym, opar-
tym na magnetycznym rezonansie jadrowym. Za jego pomoca udato si¢ wyko-
naé pierwsza, fizyczna implementacje algorytmu Shora. Najwigksza obecnie
przeszkoda w zbudowaniu skalowalnego komputera kwantowego jest trudnosé
z utrzymaniem koherencji wraz ze zwigkszaniem rozmiaru rejestréw kwanto-
wych.

Kolejnym problemem zwiazanym z komputerem kwantowym bedzie trud-
nos¢ w jego programowaniu — model obliczen kwantowych jest duzo bardziej
ztozony niz w przypadku obliczen klasycznych, gtéwnie z powodu nieintuicyj-
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nych efektéw mechaniki kwantowej. W ciggu kilkunastu ostatnich lat rozwo-
ju informatyki kwantowej znaleziono jedynie okoto kilkunastu algorytmow
kwantowych. Niektore z nich zostang przedstawione w niniejszej pracy. Trud-
nos¢ projektowania algorytméw kwantowych wynika z niewielkiej analogii
pomiedzy algorytmami kwantowymi i klasycznymi — co zostanie doktadnie
oméwione na przyktadzie dzialania algorytmu Grovera [Gro96] — oraz wila-
snosci, ktérym one podlegaja. Do takich unikalnych wtasnosci naleza: kwan-
towy paralelizm, superpozycja stanéw, kwantowe splatanie oraz interferencja
amplitud prawdopodobienstwa, bedacych liczbami zespolonymi.

Projektowanie obliczen kwantowych jest zadaniem bardzo trudnym z po-
wodu tych nieintuicyjnych efektéw. Algorytmy kwantowe w calkowicie od-
mienny sposob przetwarzajg przestrzen rozwazan niz algorytmy klasyczne. Sag
to algorytmy probabilistyczne, wykorzystuja takie wtasnosci jak kwantowa
superpozycja i paralelizm.

Jednym z gltéwnych zadan sztucznej inteligencji jest wspomaganie czto-
wieka w rozwigzywaniu trudnych probleméw lub wyreczanie cztowieka w wy-
konywaniu pracochtonnych zadan — szczegdlnie takich, w ktérych wymagane
sa umiejetnosci tatwo dostepne jedynie cztowiekowi. W ciggu ostatnich lat
pojawity sie liczne prace nad systemami hybrydowymi, w ktérych probuje sie
tlaczy¢ réznorodne metody sztucznej inteligencji (m.in. sieci neuronowe, sieci
bayesowskie, systemy rozmyte, metody heurystyczne) z mozliwosciami ofe-
rowanymi przez informatyke kwantowa. Mozliwe tego typu podejscia zostalty
przedstawione m.in. w [AT04, Sga07].

W niniejszej pracy zostang przedstawione mozliwosci automatycznego
projektowania elementéw algorytmoéow kwantowych za pomocag metod ewo-
lucyjnych, algorytméw i programowania genetycznego. Zostanie wykazane,
ze sg to skuteczne narzedzia w rozwigzywaniu tego typu zadan. Metody ewo-
lucyjne moga by¢ wykorzystane na réznych etapach projektowania obliczen
kwantowych. Moga stuzy¢ do projektowania pojedynczych bramek kwanto-
wych oraz calych obwodéw kwantowych. Za ich pomoca udato si¢ juz zapro-
jektowac lepsze — mniej ztozone — obwody niz rownowazne obwody zapro-
jektowane przez cztowieka [YI100, Rub00].

Oprécz systeméw tego typu rozwazano takze podejscie odwrotne, tzn.
algorytmy genetyczne, ktore bezposrednio czerpalyby z mozliwosci obliczen
kwantowych [RSFAF01, HPLKO01, HK00]. W pamieci komputera kwantowe-
go mogltby byé¢ reprezentowany chromosom, w ktérym na kazdym locusie
znajduje si¢ superpozycja mozliwych wartosci genu. Przetwarzanie takiego
chromosomu, zgodnie z ewolucja unitarna, oznaczatoby przetwarzanie przez
komputer kwantowy jednocze$nie calej przestrzeni rozwazan.
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Ogolna klasyfikacja i analiza mozliwych systeméw hybrydowych, tacza-
cych metody ewolucyjne i obliczenia kwantowe, zostaly przedstawione w pra-
cy [GPT04].

Prawdopodobny dynamiczny rozwoéj informatyki kwantowej w przysztosci
moze mie¢ takze ewentualny wpltyw na lepsze zrozumienie wielu nierozwia-
zanych dotad probleméw sztucznej inteligencji. Czy komputery kiedykolwiek
beda w stanie symulowaé prace systemow tak ztozonych jak ludzki umyst?
Wedtug poczatkowej koncepcji zwolennikéw tzw. silnej sztucznej inteligencji,
wlasnosci takie jak swiadomosé, myslenie abstrakcyjne w naturalny sposob
wylonityby sie w chwili odpowiedniego wzrostu wyrafinowania algorytméow
wykonywanych przez maszyny obliczeniowe. Dotychczasowy rozwdj badan
nad sztuczng inteligencja nie wskazuje na to, by mogto okazac sie to prawda.
Ludzki umyst, dziatajac w sposéb niealgorytmiczny, posiada zdolnosci nie-
dostepne maszynom obliczeniowym, réwnowaznym wielomianowo maszynie
Turinga, i ktorych zdolnosci automatycznego wnioskowania ograniczone sg
przez twierdzenie Godla. Wedtug niektérych badaczy (Roger Penrose, Stuart
Hameroff) efekty kwantowe moga by¢ nieodzowne do pelego zrozumienia
proceséw, zachodzacych w moézgach istot, obdarzonych inteligencja. Kluczo-
wa rola pomiaru w mechanice kwantowej, powodujgca redukcje funkcji falo-
wej, wplywajacego na rzeczywistos¢ i kreujaca ja, moze w nietypowy sposob
wiazaé sie z cechg Swiadomosci[Pen89, Ham06].

Wszystkie przedstawione powyzej rozwazania prowadza do wniosku, ze
systemy hybrydowe, taczace metody sztucznej inteligencji oraz mozliwosci
oferowane przez obliczenia kwantowe, mogg sta¢ sie w przysztosci bardzo
obiecujacym kierunkiem badan.
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Celem niniejszej pracy byto stworzenie §rodowiska symulacji obliczen kwan-
towych, zaimplementowanie podstawowych algorytméw kwantowych oraz za-
prezentowanie mozliwosci wykorzystania metod ewolucyjnych w projektowa-
niu elementéow takich algorytmow.

W pracy zostal zaproponowany model obiektowy dla obliczen kwanto-
wych oraz przygotowane zostato srodowisko symulacji obliczen, oparte na
zaproponowanym modelu. Zostata w tym celu stworzona biblioteka gclib,
wykorzystujaca technike programowania zorientowanego obiektowo.

Rozdziat 1 niniejszej pracy przedstawia teoretyczne podstawy informatyki
kwantowej. Zostalty w nim opisane podstawowe dla informatyki kwantowej
obiekty matematyczne oraz postulaty mechaniki kwantowej, ktorej wtasnosci
determinujg mozliwosci kwantowego modelu obliczeniowego.

W rozdziale 2 zostaly przedstawione podstawowe jednostki informacji
w informatyce kwantowej oraz model obliczeniowy kwantowych bramek lo-
gicznych. Rozdzial przedstawia zasady symulacji dzialania obwodow kwan-
towych.

W rozdziale 3 zostat przedstawiony ogdélny model obiektowy dla obliczen
kwantowych, za pomoca ktorego mozna symulowac¢ prace komputera kwanto-
wego w dowolnym obiektowym jezyku programowania. Zaproponowany mo-
del zostal zaimplementowany w jezyku Python, a rozdziat 3 opisuje interfejs
programistyczny stworzonej biblioteki gclib, ktora bedzie wykorzystywana
w pozniejszych rozdziatach.

Rozdzial 4 opisuje podstawowe efekty informatyki kwantowej, wykorzy-
stywane w algorytmach. Znajduje sie w nim omoéwienie stanéw splatanych,
paradoksu Einsteina-Podolskiego-Rosena oraz wtasnosci kwantowego parale-
lizmu.

W rozdziale 5 opisane zostaly cztery podstawowe algorytmy kwantowe:
generowanie stanow splatanych, protokoét teleportacji kwantowej, kodowanie
supergeste oraz algorytm Grovera.

Rozdziat 6 przedstawia mozliwosci wykorzystania metod ewolucyjnych
sztucznej inteligencji w réznych aspektach projektowania elementéw algo-
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rytmow kwantowych. Wykonane eksperymenty numeryczne ilustruja kilka
mozliwych podejs¢. W rozdziale zostaly przedstawione podstawowe metody
ewolucyjne — algorytmy genetyczne, programowania genetyczne — w kontek-
Scie projektowania bramek oraz catych obwodéw kwantowych.

W pracy zostal wykorzystany jezyk programowania Python oraz biblio-
teka obliczen numerycznych Numerical Python. Zaimplementowano modut
qgclib.py, ktéry pozwala na symulacje obliczen kwantowych w tym jezyku.

Biblioteka Numerical Python pozwala na wykonywanie obliczen nume-
rycznych, wszystkich ktore sa niezbedne do symulacji pracy komputera kwan-
towego. Udostepnia wydajne operacje na macierzach, obliczanie wyznaczni-
kow, sladéw oraz operacje z zakresu algebry liniowej. Zaproponowany model
obiektowy moze by¢ jednak wykorzystany do opracowania analogicznej bi-
blioteki obliczen kwantowych w dowolnym jezyku programowania, pozwala-
jacym na programowanie w sposob zorientowany obiektowo oraz zapewnia-
jacym odpowiedni zbiér operacji na macierzach liczb zespolonych.

Dla stworzonego modutu opracowano zestaw testow jednostkowych, dzie-
ki ktérym byta mozliwa ciggla weryfikacja poprawnosci dziatania modutu
oraz jego jednoczesna optymalizacja i refaktoryzacja kodu zrodtowego. Testy
jednostkowe zostaly opracowane przy pomocy biblioteki unittest.

Schematy obwodéw kwantowych byty generowane za pomoca narzedzia
gasm2circ, uzywanego przez autoréow ksigzek z zakresu informatyki kwanto-
wej [NCO0].

W calej niniejszej pracy bedzie przyjeta konwencja, wg ktérej najbar-
dziej znaczace kubity (kubity najstarsze) beda rysowane od géry schema-
téw, a najmniej znaczace — od dotu. Numerowanie elementéw (np. kubitéw
w rejestrach kwantowych) wszedzie bedzie si¢ zaczynalo od zera, o ile nie
Zaznaczono inaczej.

10



Rozdziatl 1

Podstawy teoretyczne

f quantum mechanics hasn’t profoundly shocked you, you ha-
ven’t understood it yet”
Niels Bohr

Model obliczen kwantowych i wizja zbudowania poteznych, skalowanych
komputeréw kwantowych w przysztosci opieraja sie na wykorzystaniu wta-
snosci miniaturowych uktadéw, rzadzacych sie prawami mechaniki kwanto-
wej. Szezegbdtowe wprowadzenie w teorie mechaniki kwantowej wykracza poza
zakres niniejszej pracy — a takze poza mozliwosci jej autora — jednak precy-
zyjna wiedza o fizycznych aspektach realizacji procesu obliczeniowego nie jest
niezbedna do zrozumienia zasad przeprowadzania takiego rodzaju obliczen.
Doktadne wprowadzenie do mechaniki kwantowej znajduje sie np. w [Lib87].

Do zapisu obliczen kwantowych wykorzystywany jest formalizm przestrze-
ni Hilberta, ktérego podstawy beda przedstawione w niniejszym rozdziale.

1.1 Podstawy matematyczne

Definicja 1.1. Przestrzen Hilberta H to rzeczywista lub zespolona prze-
strzen wektorowa z wprowadzona operacja iloczynu skalarnego H x H — C
(lub R), zupelna ze wzgledu na norme wyznaczona przez ten iloczyn.

Iloczyn skalarny w powyzszej definicji jest tez nazywany iloczynem
wewnetrznym (ang. inner product), bedacym uogélnieniem standardowego
iloczynu skalarnego (ang. dot product) w przestrzeniach euklidesowych.

Wszystkie n-wymiarowe przestrzenie Hilberta sg izomorficzne, wiec kazda
taka przestrzen mozna oznacza¢ po prostu jako H,. W mechanice kwanto-
wej wykorzystuje sie zazwyczaj nieskonczenie wymiarows przestrzen Hilberta

11
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H~, jednak w informatyce kwantowej zaktada si¢ skonczony rozmiar pamie-
ci komputera kwantowego, uzywa si¢ wiec przestrzeni o skonczonej liczbie
wymiarow.

Definicja 1.2. Dowolna funkcje (-, ) : H x H — C nazywamy iloczynem
wewnetrznym, jesli spetnia ona warunki:

1. (-,-) jest liniowa ze wzgledu na pierwszy z argumentow

2. (u,v) = (v,u)* (sprzezona symetria)

(-
{

3. (u,v) >
{

4. (v,v) =0 <= v=0

W informatyce kwantowej iloczyn wewnetrzny wektoréw w i v definiuje
sie jako sume:

(u, v) = (ulv) = Zu Ui (1.1)

gdzie uf € C oznacza sprzezenie zespolone i-tej wspolrzednej wektora w.
[loczyn wewnetrzny pozwala w tatwy sposéb zdefiniowa¢ norme wekto-

| ul| = /(o w) (1.2)

Pojecie zupetnosci w definicji 1.1 oznacza, ze kazdy zbiezny cigg wekto-
row, nalezacych do przestrzeni, posiada granice, ktora takze nalezy do tej
przestrzeni.

Definicja 1.3. Przestrzen wektorowa H jest zupelna, jesli dla kazdego
zbieznego ciagu wektorow wu;, tzn. takiego ze

Hm ||ty — un|| =0 (1.3)

m,n—0o0

istnieje wektor, nalezacy do tej przestrzeni, u € H, taki ze

lim ||y, —ul|| =0 (1.4)

m—00

Sprzezenie hermitowskie macierzy A,,., to macierz transponowana
sprzezen zespolonych elementow macierzy A. Tzn. dla macierzy:

11 Q12 - Q1n

Q21 Q22 - A2p,
Amxn -

Am1 Am2 - Amn

12
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jej sprzezeniem hermitowskim jest:

* * *
aii a12 a1n all a21 a

ml
* * *
+ Q21 QG2 -+ d2p Qg Qgy Qo
Aan - : oo, : - : oo, :
* * *
am1 Gm2 - Omnp A1y Qo 0 Oy

gdzie a* oznacza sprzezenie zespolone liczby a € C.

Przyktad 1.4. Dla macierzy kwadratowey:

[ 2 1436 |
A= -1 2
jej sprzezeniem hermitowskim jest:
2 —1 ]
T
Al = | 1-3 2

Definicja 1.5. Macierz unitarna to macierz kwadratowa o elementach rze-
czywistych lub zespolonych, ktéra pomnozona przez sprzezenie hermitowskie
niej samej, daje macierz jednostkows:

UUt=UU =1, (1.5)

Zarowno wiersze jak i kolumny macierzy unitarnej tworzg ortonormalne
zbiory wektordw.

Wtasnos$é 1.6. Macierz unitarna posiada macierz odwrotng UT réwng sprze-
zeniu hermitowskiemu jej samej, czyli:

ut=u"
V2 V2
Przyktad 1.7. Macierz Hy = [ \% \% ] jest macierzq unitarng, ponie-
2 T2
waz wykonujgc mnozenie macierzy HQHQT, otrzymuge sie macierz jednostko-
wa:
Va2 72 2 T e 2
2 2 2 2 —| 2 2 2 2 | —
2 2 2 2 2 2 2 2
1,1 1_ 1
5+3 3—3 101
2 T2 272 | _ (1.6)
11 1,1
[2—2 2+21 [01

—_
w
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Macierz z przyktadu (1.7) bedzie si¢ pojawiata w dalszej czesci pracy wie-
lokrotnie, poniewaz opiera¢ si¢ na niej bedzie kwantowa bramka Hadamarda.

Definicja 1.8. Macierz hermitowska (ang. Hermitian matriz) to macierz
kwadratowa A, «,, rowna swojemu sprzezeniu hermitowskiemu:

A=At (1.7)

Macierz hermitowska nazywana jest tez macierzg samosprzezong (ang. self-
adjoint matriz).

Przyktad 1.9. Macierz

[ 1 3+
A—[?)—z 5]

jest macierzqg hermitowskq, poniewaz

.ot .
1 3+ 1 3+1
T _ _
e PSPl I Sl B

Macierze unitarne (A AT = I) i hermitowskie (A = AT) posiadaja rézne
wtasnosci, beda wykorzystywane przy réznych operacjach wykonywanych na
uktadach kwantowych i wazne jest ich rozréznienie.

Definicja 1.10. Iloczyn Kroneckera. Dla dowolnych macierzy

aix aig - Qs by bz -+ by

a21 A2z -+ Qs bay bag -+ by,
ATXS == . . . . Bt><u - .

Ar1 Qpy - Arg btl th e btu

ich iloczyn Kroneckera definiuje sie jako macierz blokowa

anB apB - a B
A gpo | b el wd
arlB G/TQB e arsB

Przyktad 1.11. Niech bedg dane macierze A oraz B:
1 2 5 6
S ERT R E

14
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Wowczas iloczyn Kroneckera tych macierzy wynosi:
1-5 1-6 2-5 2-6 5 6 10 12
1-7 1-8 2.7 2-8 7 8 14 16
A@B=|3.5 5.6 4.5 4.6 |15 18 20 2
3-7 3-8 4-7 4-8 21 24 28 32

lloczyn Kroneckera macierzy jest szczegdlnym przypadkiem iloczynu
tensorowego, ktory oznacza ogoélny operator biliniowy, okreslany dla wek-
torow, macierzy lub przestrzeni wektorowych. Iloczyn Kroneckera jest zatem
operacja taczng oraz liniowa ze wzgledu na obydwa argumenty.

Operacje iloczynu tensorowego mozna postuzy¢ sie do rozpiecia przestrze-
ni stanéw uktadu sktadajacego si¢ z kilku poduktadow. Jesli ‘H,, i H,, sa
przestrzeniami Hilberta o wymiarach n i m, to ‘H, ® H,, jest przestrzenia
Hilberta o wymiarze nm.

W informatyce kwantowej stosuje si¢ powszechnie notacje Diraca, ktéra
bedzie uzywana takze w tej pracy. Notacja pozwala na wygodny, krétki zapis
wektorow kolumnowych i wierszowych, ktére sa bardzo czesto wykorzysty-
wane w obliczeniach kwantowych.

Wektory kolumnowe oznacza sie jako tzw. wektory ket np. |¢) (czyt.
ket ¢), gdzie ¢ to dowolny symbol, pozwalajacy odrdézniaé wektory ket od
siebie. Wektory wierszowe oznacza si¢ natomiast jako tzw. wektory bra np.

(¢| (czyt. bra ¢).

Pomiedzy wektorami ket i bra zachodzi zaleznosé¢

[6)" = (9] (1.8)

Oznacza to, ze sprzezenie hermitowskie wektora |¢) oznaczamy jako (¢|.
Zgodnie z ta konwencja iloczyn wektorow (u| i |v) to domyslny iloczyn ska-
larny, wykorzystywany w informatyce kwantowej (wzér (1.1))

(ul|v) = (u|v) = Zu v;

Zamiast nazwy wektora w nawiasach (-| lub |-) moga sie takze pojawiaé
literalne wartosci liczbowe, np. |0) lub |1).

Zapis |n), gdzie n € N (n jest zazwyczaj zapisane w systemie binarnym),
oznacza wektor kolumnowy posiadajacy warto$é 1 na n-tej pozycji (liczac od
0) oraz 0 na wszystkich pozostalych miejscach.

Przyktad 1.12. Zapisy |0), |1), |101) i (11| oznaczajg odpowiednio wektory:

w=lo| mw=|7]

15



1. PODSTAWY TEORETYCZNE

1101) = (1] =nnf=100 01

OO R OO o oo

Wymiar przestrzeni, do ktorej nalezy wektor (czyli liczba jego elemen-
téw), wynika zazwyczaj z kontekstu lub dtugosci ciagu binarnego w nawia-
sach (| lub |-).

Mozemy tez uzywaé skroconego zapisu dziesietnego np. [101) = |5). Za-
uwazmy takze, ze wektory {|0), 1)} tworza baze kanoniczng dwuwymiarowej
przestrzeni Hs, wektory {|00),|01),|10),|11)} baze kanoniczna przestrzeni
Hy itd.

Wtasnoéé 1.13. Iloczyn tensorowy stanéw bazowych |) i |¢) bazy kano-
nicznej, zapisanych w postaci binarnej, jest stanem bazowym w postaci kon-

katenacji [ ).

Przyktad 1.14. |1) ® [101) = [1)|101) = |1101), poniewaz (z definicja ilo-
czynu tensorowego (1.10)):

[0-07 T[0T

0-0 0

0-0 0

0-0 0

(0] 0-0 0

0 0-1 0

0 0-0 0

0 0 0-0 0

y1>®|101>|1>]101>l1]® ol=1101=10 =100

1 1-0 0

0 1-0 0

0 | 1-0 0
1-0 0

1-1 1

1-0 0

1-0] o]
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Definicja 1.15. Sladem macierzy kwadratowej A,y (ang. trace of a ma-
triz) nazywa sie sume elementéw na gtéwnej przekatnej macierzy.

t’I"(A) :Zaii =ay1] +asy + -+ apy (19)
=1
Wtlasno$é 1.16.
tr(lu)(v]) = (u |v) (1.10)

1.2 Postulaty mechaniki kwantowej

Mozliwosci kwantowego modelu obliczeniowego sa determinowane przez przez
kwantowomechaniczny opis fizycznej rzeczywistosci. W tej sekcji zostaty przed-
stawione postulaty mechaniki kwantowej, zgodnie z ktéra dziatatby komputer
kwantowy.

W ogélnym przypadku ewolucje czasowa uktadu kwantowego opisuje réw-
nanie Schrodingera z czasem, bedace réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym,
jednakze w informatyce kwantowej zmiany stanéw opisuje sie w postaci dys-
kretnych przeksztatcen, odpowiadajacych kolejnym etapom obliczen kwan-
towych.

Postulat 1. Przestrzenig stanow izolowanego uktadu fizycznego jest prze-
strzen Hilberta H, a stan uktadu opisywany jest przez jednostkowy wektor
|Y)) € H z przestrzeni H, nazywany wektorem stanu.

Postulat 2 Przestrzenia standéw ztozonego uktadu fizycznego jest iloczyn
tensorowy przestrzeni stanéw uktadow sktadowych. W przypadku n uktadéw,
znajdujacych sie w stanach ¢1, ¢, ..., ¢,, stan uktadu jako catosci opisywany
jest przez iloczyn tensorowy |¢1) ® |p2) @ -+ & |¢dy,).

Postulat 3 Ewolucja czasowa stanu [¢) izolowanego uktadu fizycznego
opisywana jest przez rownanie Schrodingera z czasem:

L0 .
in{) = 1) (111)

gdzie H jest operatorem samosprzezonym, nazywanym hamiltonianem ukta-
du, w przestrzeni H.

Poniewaz obliczenia kwantowe opisuje sie za pomoca serii dyskretnych
przeksztalcen, zamiast réwnania r6zniczkowego (1.11), dynamike uktadu kwan-
towego mozna opisa¢ prosciej w nastepujacy sposob:

Jedli izolowany uktad fizyczny w chwili czasu t; znajdowal sie w stanie
1), to w chwili czasu ty > t; stan ukladu |¢)') moze by¢ opisany za pomoca
operatora unitarnego U = U(ty — t;) jako:

) =U [) (1.12)
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Postulat 4. Pomiar rzutowy' (ang. projective measurement) stanu okre-
Slony jest za pomoca pewnego operatora hermitowskiego M. Poniewaz ma-
cierze hermitowskie sa macierzami normalnymi (M MT = MTM), operator
M posiada rozktad spektralny

M=% mP, (1.13)

gdzie P, jest operatorem rzutowym (ang. projector) na przestrzen wtasna
M, a warto$ci wtasne m odpowiadaja mozliwym do otrzymania wynikom
pomiaréow.

Prawdopodobienstwo otrzymania rezultatu m pomiaru stanu uktadu okre-
Slone jest wyrazeniem:

p(m) = (¢ Enle) (1.14)
Wraz z uzyskaniem rezultatu pomiaru m stan uktadu zostaje ustalony na
Pl
) = Lol (1.15)
p(m)

Stan bezposrednio po pomiarze staje sie wiec jednym z wektorow wta-
snych uzytego operatora pomiarowego M.

Imozliwe jest takze bardziej ogélne sformutowanie operacji pomiaru (ang. general me-
asurement), ale jest ono rzadko wykorzystywane w informatyce kwantowej
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Rozdziatl 2

Model kwantowych bramek
logicznych

,The theory of computation has traditionally been studied almost
entirely in the abstract, as a topic in pure mathematics. This is
to miss the point of it. Computers are physical objects, and com-
putations are physical processes. What computers can or cannot
compute is determined by the laws of physics alone, and not by
pure mathematics.”

David Deutsch

W niniejszym rozdziale zostanie przestawiony model obliczeniowy kwan-
towych bramek logicznych — model uniwersalny tzn. rownowazny modelowi
kwantowej maszyny Turinga, a zatem pozwalajacy na wykonywanie dowol-
nych algorytmoéow kwantowych i na symulacje pracy komputera kwantowego.

Zostang tu przedstawione podstawowe obiekty i jednostki informacji kwan-
towej oraz metody symulacji pracy obwodow kwantowych. Model oblicze-
niowy zostanie przedstawiony za pomoca formalizmu przestrzeni Hilberta,
obiektéw matematycznych wprowadzonych w sekcji 1.1 oraz wlasnosci me-
chaniki kwantowej, wynikajacych z postulatéow z sekcji 1.2.

2.1 Kubity i rejestry kwantowe

Podstawowsg ,klasyczng” jednostka logiczng w informatyce jest bit, mogacy
przyjmowac jedng z sposroéd dwoch wartosci logicznych: 0 albo 1. W infor-
matyce kwantowej podstawowa jednostka informacji sa kubity (ang. qubits)
i rejestry kwantowe (ang. quantum registers). Kubit (podobnie jak bit) moze
przyjmowaé wartosci 0 albo 1, oznaczane w notacji Diraca odpowiednio |0)
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i|1) (co oznacza, ze sa to wielkosci wektorowe a nie skalarne). Kubit moze
przyjmowac takze wartos¢ bedaca dowolng superpozycja tych dwoch stanow
bazowych.

Definicja 2.1. Kubit (ang. qubit) to wektor znormalizowany w dwuwymia-
rowej, zespolonej przestrzeni Hilberta.

|6) = al0) + 8[1)
a,feC lal> + 8> =1
Liczby « i f nazywamy amplitudami prawdopodobienstwa.
Wektory |0) i [1) tworza baze standardowa (lub obliczeniowa) dwuwy-

miarowej, zespolonej przestrzeni stanéw kubitu. Korzystajac z notacji Diraca,
stan kubitu mozna takze zapisa¢ jako wektor kolumnowy

9=15)

Jedna z mozliwych geometrycznych reprezentacji kubitu przedstawiona
jest na rysunku 2.1(a). Poniewaz amplitudy prawdopodobienstwa « i [ re-
prezentowane sg przez pojedyncze wektory na plaszczyznie zespolonej, stan

jednego kubitu reprezentuje para wektoréow a i 3 — przy zalozeniu, ze
laf? + 167 = 1.
Im(z), o2 4+ 8 = 1 (),
1 1
(&%
8 Re(z) a Re(z)
/1 | | |
3
(a) Stan kubitu (b) Inny stan kubitu

Rysunek 2.1: Kubit moze by¢ reprezentowany jako para wektorow na ptasz-
czyznie zespolonej

W wyniku pomiaru warto$ci kubitu', kubit przyjmuje warto$é |0) (ket 0)
z prawdopodobienstwem |«|? lub wartosé |1) (ket 1) z prawdopodobienstwem

Ielie

Ldotyczy to pomiaru wykonywanego w bazie standardowej
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Wtasnosé 2.2. Odczyt wartosci kubitu nieodwracalnie miszczy jego stan.
Stan kubitu zostaje ustalony na jeden z wektorow bazy pomiarowej.

Uktad wielu kubitow tworzy rejestr kwantowy, ktéry — zgodnie z jed-
nym z przedstawionych postulatéw mechaniki kwantowej — moze by¢ rozpa-
trywany jako uktad izolowany zlozony z wielu uktadéw sktadowych (poszcze-
gélne kubity nalezace do rejestru). Przestrzenia stanéw takiego rejestru jest
przestrzen, bedaca iloczynem tensorowym przestrzeni stanéw poszczegdlnych
kubitow. Stan n-kubitowego rejestru kwantowego jest zatem opisywany jako
wektor znormalizowany w 2"-wymiarowej, zespolonej przestrzeni Hilberta.
Pozwala jednoczesnie zapisa¢ superpozycje 2" roznych wartosci.

W przypadku rejestru kwantowego, sktadajacego si¢ jedynie z dwdch ku-
bitéw |qo) = a|0) + a1 |1) 1 |¢1) = a2|0) + as|1), stan rejestru jest opisywany
jako iloczyn tensorowy (gdzie oy, oy, s, ag € C):

70) @ lg1) = (a0|0) + eu|1)) ® (@2|0) + as(1))
= 060042|0> & |O> + 050043’0> ® ‘1) + @10&2‘1) ® ’O> + C(lOé3|1> & ‘1>
= apaz2|00) + apas|01) + ayae|10) + ayas|1l)

Pojedynczy kubit |¢) € Hs reprezentowany jest jako para liczb zespolo-
nych, uktad dwukubitowy reprezentowany jest wektorem z przestrzeni Hj.
Stan trzykubitowego rejestru jest opisany przez wektor znormalizowany z prze-
strzeni Hy itd.

Pewien stan |¢) trzykubitowego rejestru kwantowego moze by¢ zapisany
w bazie standardowej {|000), |001), ..., |111)} jako:

) = p|000) + 1]001) + ... a7|111)

Powyzszy zapis w notacji Diraca jest rownowazny wektorowi kolumnowe-

mu:
o)

31

) =
ar

gdzie |apl? + || + ... + oy = 1.

W wyniku pomiaru stanu takiego trzykubitowego rejestru |¢) jego stan
zostaje ustalony na wektor bazowy [000) z prawdopodobiefistwem |ag|?, [001)
z prawdopodobieristwem |a; | itd. Wynika to bezposrednio z postulatu czwar-
tego mechaniki kwantowej, przedstawionego w sekcji 1.2 na stronie 17.

21



2. MODEL KWANTOWYCH BRAMEK LOGICZNYCH

Wtasnosé 2.3. Wraz z liniowym wzrostem liczby kubitow w rejestrze kwan-
towym rosnie w tempie wyktadniczym wymiar przestrzeni stanow takiego re-
jestru.

Jedng z mozliwych geometrycznych reprezentacji stanu rejestru kwan-
towego przedstawiajg rysunki 2.2 i 2.3. Wzdhuz trzeciej osi uktadu moga
by¢ ,odktadane” wektory reprezentujace kolejne amplitudy prawdopodo-
bienstw?.

W trakcie wykonywania operacji kwantowych (algorytmy kwantowe) sta-
ny kubitéw oraz rejestréw kwantowych ulegaja zmianie, wektory zmieniaja
swoje polozenie na ptaszczyznie zespolonej, zgodnie z ewolucja unitarng.

"

s

Rysunek 2.2: Reprezentacja trzykubitowego rejestru kwantowego

Z wtasnodci 2.3 wynika ogromna przewaga, jaka posiada¢ beda komputery
kwantowe nad klasycznymi urzadzeniami obliczeniowymi. Liniowe zwigksza-
nie rozmiaru rejestru bedzie oznaczato wyktadniczy wzrost wymiaru dostep-
nej przestrzeni. n-kubitowy rejestr kwantowy moze zapisywaé¢ jednoczesnie
superpozycje 2" mozliwych wartosci. Z drugiej strony z wlasnosci 2.3 wynika
jedna z trudnosci projektowania uktadow do obliczen kwantowych — cho¢by
dla trzykubitowego rejestru kwantowego jego przestrzenia stanéw jest oSmio-
wymiarowa, zespolona przestrzen Hilberta.

2 W niektére srodowiskach symulacji obliczen kwantowych podejmowane sa inne pré-
by wizualizacji rejestréw kwantowych przez interfejs uzytkownika — np. uzycie réznych
koloréw lub reprezentacja na sferze Blocha.
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QQ@)

Rysunek 2.3: Stan trzykubitowego rejestru, bez sktadowych urojonych
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2.2 Podstawowe bramki kwantowe

W dalszej czesci pracy bedzie przyjeta nastepujaca definicja bramki kwanto-
wej:

Definicja 2.4. n-kubitowa bramka kwantowa (ang. quantum gate) to do-
wolne odwzorowanie 2"-wymiarowej przestrzeni Hilberta nad ciatem liczb
zespolonych w taka samg 2"-wymiarowa przestrzen, opisywane za pomoca
macierzy unitarnej o elementach zespolonych i wymiarze 2™ x 2.

Podczas ewolucji czasowej uktadu kwantowego musi by¢ zachowany wa-
runek normalizacyjny wektora stanu, czyli jednostkowa suma prawdopodo-
bienstw w statystycznej interpretacji mechaniki kwantowej. Jednocze$nie ob-
liczenia wykonywane przez bramke kwantowsg musza by¢ obliczeniami od-
wracalnymi — co wynika z termodynamiki obliczen® oraz wymaganej od-
wracalnosci wzgledem czasu ewolucji uktadu kwantowego [Fey96]. Dowodzi
sie ([Hir04]), ze jedynie odwzorowania unitarne spetniaja powyzsze wymogi.
7 definicji 2.4 wynika takze, ze bramki kwantowe zawsze musza posiadac tyle
samo wejsc¢ ile wyjsé.

W niniejszym podrozdziale zostang przedstawione elementarne bramki
kwantowe jedno-, dwu- oraz wielokubitowe. Za pomocg bramek kwantowych
wykonuje si¢ operacje na kubitach i rejestrach kwantowych. Rezultat uzycia

bramki kwantowej na rejestrze kwantowym okresla wtasnosé (2.5):

Wiasno$é 2.5. Stan rejestru kwantowego |¢), po przetworzeniu przez bramke
kwantowqg opisang macierzq unitarng U, jest wyrazony w postaci iloczynu
macierzy U oraz wektora kolumnowego odpowiadajgcego rejestrowi |¢):

U -1¢)

Aby mnozenie we wlasnosci 2.5 byto wykonalne, bramka i rejestr kwan-
towy musza by¢ odpowiednich rozmiaréw. Przyktadowo na trzykubitowy re-
jestr kwantowy, opisywany przez wektor znormalizowany, w oSmiowymiaro-
wej, zespolonej przestrzeni Hilberta, mozna dziataé¢ tylko bramkami trzyku-
bitowymi, opisywanymi przez macierze unitarne rozmiaru 8 x 8.

Podstawowe bramki jednokubitowe to bramka negacji, obrotu amplitudy
prawdopodobienstwa, bramka Hadamarda, bramka o macierzy jednostkowej.

3 odwzorowanie realizowane przez bramke kwantowa na wektorach bazy standardowej
musi by¢ bijekcja. Poniewaz entropia calego ukladu nie moze maleé, to odwzorowanie
nier6znowarto$ciowe musialoby sie wiaza¢ np. z wydzieleniem ciepla, a to skutkowaloby
interakcja z otoczeniem i dekoherencja ukladu
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Bramka negacji

Bramka negacji zamienia wspotczynniki stanéw bazowych |0) i |1) i jest okre-
slona macierzg:

01
Notzl1 O]

Dla stanéw bazowych |0) i |1) bramka Not dziata tak jak klasyczna ope-
racja negacji:
Not|0) = |1)
Not|1) = |0)

Natomiast dla dowolnej superpozycji tych stanéw bazowych bramka po-
woduje zamiane zwigzanych z nimi amplitud prawdopodobienstw:

Not( |0>—|—£ |1>> % i|0) + f|1>

Rysunek 2.4: Bramka Not zamienia amplitudy zwiazane ze stanami bazo-
wymi [0) 1 [1)

Przyktad 2.6. Dzialanie bramki Not na stan kubitu |¢) = 3|0) + 2—}?!1}

N0t|<b>=“ H( !0>+2f|1>) H éH%]:

-[%]- 2fro; e
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Bramka obrotu amplitudy prawdopodobienstwa

Bramka powoduje obrét amplitudy prawdopodobienstwa zwiazanej ze sta-
nem bazowym |1) na ptaszczyznie zespolonej wokél punktu (0,0) i jest okre-
slona macierzg:

: 1
PhaseShift = [ 0 % ]

Bramka zdefiniowana w ten sposéb powoduje obr6t amplitudy o kat F.

Im(z)/
1
/ ]
1
\ﬁ/
Rysunek 2.5: Bramka PhaseShi ft powoduje obrot amplitudy zwiazanej ze
stanem |1)

Im(z)/

1
) Re(z)
J1 -

Bramka Hadamarda
Bramka Hadamarda okre$lona jest za pomocg macierzy:
2
gov2[1 o1
2 |1 -1

Symbol, uzywany do oznaczenia bramki Hadamarda na schematach ob-
wodow kwantowych, przedstawiony jest na rysunku 2.6.

q0) —{ H |—

Rysunek 2.6: Symbol bramki Hadamarda

Najczesciej wykorzystywana wlasnoscig bramki Hadamarda jest to, ze
przeksztalca ona stan bazowy |0) w réwnomierna superpozycje stanéw bazo-
wych, z tego wzgledu bramka ma podstawowe znaczenie dla obliczen kwan-
towych.
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10) = Y2 (0} + 1)
i) = Y2 (o) - 1)
poniewaz:
w-2[3 4][3)-[§]- - 2
o -2[3 A][2)-[§]-
Wektory
o) = 2 (10) + 1)
a1 = Y2 (0)~ 1)

stanowia ortonormalng baze w przestrzeni stanéw jednego kubitu, nazy-
wang bazqg Hadamarda.

Bramka sterowanej negacji (CNot)

Bramka wykonuje operacje sterowanej negacji (xor) na jednym z kubitow
(ang. target qubit), drugi z kubitéw jest kubitem sterujacym (ang. control).
Macierz tej bramki to:

1000
0100
CNot=14¢ 0 0 1
0010

Istotna uwaga: Bramka CNot w wersji opisanej przez powyzsza macierz
wykonuje operacje sterowanej negacji na mniej znaczacym kubicie, natomiast
bardziej znaczacy (starszy) kubit jest kubitem sterujacym.

Bramka CNot dziata zatem w nastepujacy sposéb na wektory bazy stan-
dardowej dwukubitowego rejestru:

CNot|00) = 00) CNot|01) = |01)

CNot|10) = |11) CNot|11) = |10)
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q1) ¢

q0) D

(a) Bardziej znaczacy kubit |g1) jest kubitem steruja-
cym, a operacja jest wykonywana na mniej znaczacym
kubicie |qo)

q1) P

q0) ¢

(b) Mniej znaczacy kubit |go) jest kubitem steruja-
cym, a operacja jest wykonywana na bardziej znacza-
cym kubicie |g1)

Rysunek 2.7: Symbol bramki CNot
Symbol uzywany do oznaczania tej bramki na diagramach jest przedsta-
wiony na rysunku 2.7.

Przyktad 2.7. Sprawdimy dziatanie bramki CNot na stan dwukubitowego
rejestru [10):

1 000 0 0

01 00 0 0
CNot10)= | o o o 1|11 ]=1]¢|=1D

0010/o0 1

Analogiczna bramka C'Noty (rys. 2.7(b)), ktéra w odwrotny sposéb ko-
rzysta z kubitow wejsciowych — mtlodszy kubit jest kubitem sterujacym —
opisana jest przez macierz:
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1
ONOtQ = 8

_ oo O O
o= O O
o O = O

0

Przyktad 2.8. Sprawdimy dziatanie bramki C' Notys na stan dwukubitowego
rejestru |11):

o O O
_— o O O
o= O O
o O = O
_— o O O
o O = O

Bramka o macierzy jednostkowej

Bramka nie wykonujaca zadnego dziatania na kubicie wejSciowym opisana
jest macierzg jednostkowa:
10

Bramka ta jest oznaczana jako brak jakiegokolwiek symbolu na linii ku-
bitu (rys. 2.8(a)). W dalszej czesci pracy taka bramka bedzie tez niekiedy
oznaczana w sposob jawny za pomocag symbolu 2.8(b).

q0)

(a) Brak zmiany stanu kubitu

90) I

(b) Jawne oznaczenie bramki o macierzy jednostkowej

Rysunek 2.8: Bramka nie zmieniajaca stanu kubitu

Bramka zamieniajaca kolejnosé¢ kubitow

Zamiana kolejnosci kubitéw w rejestrze kwantowym moze by¢ wykonana przy
uzyciu bramki Swap:
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Swap =

_ o O O

0
1
0
0

Na diagramach obwodéw kwantowych bramka jest oznaczana jednym
z symboli przedstawionych na rysunku 2.9.

q0) q0)

q1) q1)

(a) Oznaczenie bramki swap (b) Inne oznaczenie bramki swap

Rysunek 2.9: Dwa oznaczenia bramki swap

Bramka Swap jest przydatna, gdy istnieje potrzeba zastosowania innej
bramki, ktéra ma dziata¢ na niesasiadujacych ze sobg kubitach w rejestrze
kwantowym lub na innej kolejnosci kubitow.

Na pare kubitéow bramka Swap dziata w nastepujacy sposob:

Swap|00) = |00)
Swapl01) = [10)
Swap|10) = |01)
Swap|11) = |11)

Przyktad 2.9. Zaprezentugmy rezultat dziatania bramki Swap na stan |01)
dwukubitowego rejestru:

1000 100070 0
0010 0010|]1 0
Swapl0l =15 1 g o | =10 10 0|]o | |1 |10
000 1 000 1[0 0
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Bramka Toffoliego

Bramka Toffoliego to bramka trzykubitowa, wykonuje ona operacje podwdj-
nej sterowanej negacji (Controlled-Controlled Not) — stan docelowego kubi-
tu jest odwracany tylko w przypadku, gdy na obydwu wejsciach kontrolnych
podawana jest warto$¢ prawdziwa.

Bramke Toffoliego oznacza si¢ na schematach obwodéw kwantowych za
pomoca symbolu przedstawionego na rysunku 2.10.

q2) ¢

q1) ¢

q0) D

Rysunek 2.10: Symbol bramki Toffoliego

Bramka Fredkina

Bramka Fredkina to rowniez bramka trzykubitowa — wykonuje ona operacje
sterowanej zamiany kolejnosci kubitéw (ang. controlled swap). W niniejszej
pracy bramka bedzie oznaczana za pomocg symbolu przedstawionego na ry-
sunku 2.11.

Dwa najmniej znaczace kubity na wejsciu bramki sg zamieniane, jesli
najbardziej znaczacy kubit jest w stanie |1):
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1000 —  |000)
001) — [001)
010) — [010)
011) — [011)
1100) — [100)
1101) — [110)
1110) — [101)
1111) — [111)

q2) ¢

1) N
q0) —

Rysunek 2.11: Symbol bramki Fredkina

Uwaga: nalezy przy tym pamietaé o przyjetym porzadku (kolejnosci) ku-
bitéw. Kubity najbardziej znaczace (kubity od strony nawiasu ,|” w notacji
Diraca) rysowane sg od géry schematu obwodu kwantowego — w tym przy-
padku [gz).

Inne bramki kwantowe

Pozostate bramki kwantowe, spotykane w obliczeniach kwantowych, oraz ich
oznaczenia to m.in.:

e bramki Pauliego

0 1 0 —i 10
X:%:[lol Y:%:[i J Z:%:[O—J

Powyzsza bramka o, odpowiada zatem po prostu bramce Not.
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e bramka fazy (ang. phase gate) i bramka 7 /8 (ang. 7/8-gate)

10 1 0
S=vZ= [0 Z. ] T—\/E—[O /]
Uwaga: w literaturze dotyczacej informatyki kwantowej przyjeto sie na-
zywaé powyzsza bramke T bramka /8, mimo ze wykonuje ona obrét
o kat w/4. Wynika to wytacznie ze wzgledéw historycznych oraz z moz-
liwosci wyrazenia bramki T jako:

T = ¢i™/8 [ eS80 ]

0 6i7r/8 (22)

e bramka vV NOT

ﬂwrzlr—ilﬂl

21 14+¢ 1-—1

Ztozenie ze soba dwoch bramek v NOT daje bramke NOT'. Podobnie
kazdy inny operator unitarny posiada pierwiastki dowolnych natural-
nych stopni.

e bramki obrotéw R,(0), R,(6):

[ cos(d)  —isin() | cos(d)  —sin(9)
R (0) = —isin(4)  cos(¥) 1, (0) = —sin(4) cos(9)
e bramka J(0)
e 0 0 0
0 € 0 0
‘](9> - 0 0 619 0
0 0 0 e

Macierze wszystkich bramek kwantowych sa oczywiscie macierzami uni-
tarnymi, tzn. spetniaja warunek (1.5):

vut=u'rv =1,

Wtiasnoéé 2.10 (Twierdzenie o nieklonowaniu). Nie istnieje operacja kwan-
towa kopiujgca wiernie dowolne kubity, tzn. bramka kwantowa, opisana takq
macierzq unitarng U, Ze dla dowolnego |1):

Ul1)0) = [¥)14)
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Bramki uniwersalne

W klasycznym rachunku zdan pewien zbior funktorow zdaniotworczych jest
uniwersalny (ang. universal) lub funkcjonalnie zupely (ang. functional com-
plete), jesli dowolny inny funktor moze by¢ wyrazony za pomoca funktoréow
nalezacych do tego zbioru. Przyktady takich zbioréw funktoréw dla rachunku
zdan (logiki boolowskiej) to: {—, V} (negacja i alternatywa), {—, —} (negacja
i implikacja), {A} (zaprzeczenie koniunkcji, tzw. kreska Sheffera).

Podobnie pojecie uniwersalnosci dotyczy kwantowych bramek logicznych.
Zbiér bramek kwantowych jest wuniwersalny, jesli za jego pomoca mozna
przedstawi¢ dowolna inna bramke kwantowa.

Do uniwersalnych zbioréw bramek kwantowych nalezg m.in.:

e Podstawowy zbiér kwantowych bramek uniwersalnych (ang. standard
universal set of gates):

{H,S, CNot, 7/8}

(bramka Hadamarda, bramka fazy?, sterowana negacja, i bramka 7 /8)

e Uniwersalny zbiér bramek, wykorzystywanych w fizycznych realiza-
cjach obliczen kwantowych za pomoca spektroskopii NMR, (ang. liquid
state NMR set) — na podstawie [VYCO0]:

{o2,04, R.(0), J(0)}

e bramka Hadamarda, bramka fazy, sterowana negacja i bramka Toffo-
liego

{H, S, CNot, Toffoli}

Uniwersalne zbiory bramek kwantowych wykorzystywane sg w automa-
tycznym projektowaniu operatoréw unitarnych i obwodéw kwantowych przez
algorytmy i programowanie genetyczne, poniewaz za ich pomoca mozna wy-
razi¢ dowolne obliczenia kwantowe.

4 bramka fazy moze byé wyrazona za pomoca bramki 7/8 (S? = T), jednak pojawia
sie ona w tym zbiorze, poniewaz jest to wykorzystywane w tzw. obliczeniach fault-tolerant
quantum computing, ktére wykraczaja poza zakres niniejszej pracy
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2.3 Pomiary stanu rejestréow kwantowych

Waznymi operacjami wykonywanymi na rejestrach kwantowych sg operacje
pomiaru stanu. Sg to jedyne operacje niezgodne z ewolucja unitarna uktadu
kwantowego, wiec wymagaja one szczegélnego uwzglednienia. Pomiar sta-
nu rejestru kwantowego powoduje bezpowrotne utracenie przechowywanego
w nim, ,delikatnego” stanu koherencji kwantowej — czyli superpozycji moz-
liwych wartosci.

Operacje pomiaru stanu sg oznaczane sa za pomocg symboli przedsta-
wionych na rysunku 2.12. Za pomocg podwojnej ciagtej linii oznacza sie nie-
kiedy bity klasyczne. Poniewaz rezultatem pomiaru stanu kubitu moze by¢
wylgcznie |0) lub |1), na rysunkach 2.12(a) i 2.12(b) schematy zakonczone sa
podwojna linig.

— N M

(a) (b) (c)

Rysunek 2.12: Rownowazne symbole uzywane do oznaczenia pomiaru sta-
nu

Rezultatem pomiaru stanu kubitu |r) = «|0) + 3|1) jest stan |0) z praw-
dopodobieristwem |«|? albo |1) z prawdopodobiefistwem |3|?. Stan kubitu
przyjmuje jedna z tych wartosci po wykonaniu tej operacji.

Pomiarom mogg takze podlegaé cate rejestry kwantowe. Po wykonaniu
pomiaru stan rejestru jest ustalany na jedna z wartosci nalezacych do ba-
zy pomiarowej — najczesciej do bazy standardowej {]0),]1),...,]|2" — 1)}
w przypadku n-kubitowego rejestru. Wyboér wektora bazowego jest dokony-
wany zgodnie z rozktadem prawdopodobienstwa okreslonym przez dtugosci
rzutéw wektora stanu rejestru na poszcezegdlne wektory bazy (zgodnie z jed-
nym z postulatéw mechaniki kwantowej 1.2).

Dysponujac pewnym trzykubitowym rejestrem w stanie |¢) = «|000) +
a1]001) + ...a7|111), oraz wykonujac na nim operacje pomiaru w bazie
standardowej, otrzymuje sie stan |000) z prawdopodobienistwem |cg|?, [001)
z prawdopodobiefistwem |a;|? itd. Stan rejestru zostaje ustalony na jeden
z tych wektorow bazowych.

CzeSciowy pomiar stanu rejestru

Szczegblnego uwzglednienia wymaga pomiar stanu rejestru kwantowego, kto-
ry dotyczy tylko pewnego podzbioru kubitow, nalezacych do rejestru. Taka
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operacja bedzie wykorzystywana np. w obwodzie realizujacym protokot te-
leportacji kwantowej (5.2). CzeSciowy pomiar moze wiazaé sie z z natych-
miastowym (nielokalne efekty mechaniki kwantowej) wpltywem na pozostate
kubity nalezace do rejestru — pod warunkiem ze stan trojki kubitéow byt
przed operacja pomiaru w stanie splatanym (4.1). Wszystkie te szczegdlne
wlasnosci zostang opisane w dalszych rozdziatach.

Pomiar tego typu jest oznaczany na schematach za pomoca jednego z sym-
boli pokazanych na rysunku 2.13. Przedstawione symbole oznaczaja pomiar
trzech mniej znaczacych kubitéw z czterokubitowego rejestru kwantowego.

|g3)

%
\

|g2) —

-
1) — = —D: M
)D:

l90) —1

(a) (b

Rysunek 2.13: Rownowazne oznaczenia pomiaru kilku kubitow

Algorytm pomiaru czesci kubitéw, nalezacych do rejestru, zostanie za-
prezentowana na przyktadzie trzykubitowego rejestru kwantowego. Przyktad
ten bedzie mozna uogolni¢ na wieksza liczbe kubitow.

Rezultatem pomiaru dowolnych m kubitéw z n-kubitowego rejestru kwan-
towego moze by¢ jeden z 2™ wektorow bazy standardowej. Wektor ten jest
wybierany zgodnie z rozktadem prawdopodobienstw, podobnie jak w po-
przednich przypadkach.

Zat6zmy, ze pomiarowi podlega¢ bedg dwa bardziej znaczace kubity ¢- 1 ¢1
(liczac od zera od kubitéw najmniej znaczacych) trzykubitowego rejestru
kwantowego |¢) w stanie:

(1/4|].00> + O[5|101> + O[6|].10> + Oé7|].].]_>

ag,,...,ar €C  oraz oo + |+ Flar)P =1

W wyrazeniu (2.3) za pomoca pogrubienia zaznaczono kubity, podlega-
jace pomiarowi. Rezultatem takiego pomiaru moze by¢ jeden sposrod czte-
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rech wektoréw bazowych: |00), |01), |10), [11). Prawdopodobienistwo otrzy-
mania stanu |00) jest okreslone przez te amplitudy zwiazane ze stanami ba-
zowymi rejestru |¢), w ktorych na pozycjach mierzonych kubitéw wystepu-
je podtancuch 00. W tym przypadku sa to amplitudy o i o;. Prawdopo-
dobienstwo otrzymania stanu |00) na dwoch mierzonych kubitach wynosi
wige |agl? + |ay]?. Prawdopodobieristwo otrzymania rezultatu |01) okreslo-
ne jest przez amplitudy, zwiazane ze stanami bazowymi |[010) i |011), wiec
wynosi ono |as|* + |as|?. Analogicznie, otrzymanie |10) mozliwe jest z praw-
dopodobienistwem |ay|? + |as|?, a otrzymanie |11) z prawdopodobienistwem
|as|? + |ag]?.

Wykonanie takiej operacji pomiaru dwoch kubitow moze zaburzaé¢ stan
calego rejestru. Jesli w wyniku pomiaru otrzymano stan |00), to te amplitudy
|¢), ktore nie wplywaly na otrzymanie |00), zostaja ustalone na wartosé 0.
W przypadku rezultatu |00) zerowane sa wiec amplitudy as, as, ay, as, ag, acr.
Po otrzymaniu |01) zerowane sg amplitudy ag, aq, ay, as, ag, ap. Jesli otrzy-
mano |10), zerowane sa amplitudy ag, o, s, as, ag, a7, natomiast jesli [11),
to g, aq, i, iz, (g, Qi

Po przeprowadzeniu takiej aktualizacji amplitud, zwigzanych ze stanami
bazowymi rejestru |¢), stan calego rejestru |¢) zostaje poddany obowiazkowej
normalizacji.

Analogicznie operacje pomiaru podzbioru kubitéw, nalezacych do rejestru
kwantowego, mozna uogdlni¢ na wieksza liczbe kubitow. W n-kubitowym re-
jestrze kwantowym moze podlega¢ pomiarowi dowolny m-kubitowy podzbior
kubitéw (1 < m < n), a kubity podlegajace pomiarowi nie musza ze soba
sagsiadowac.
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2.4 Obwody kwantowe

Symulowanie dzialania obwodu kwantowego — a zatem symulacja pracy
komputera kwantowego — wykonywane jest przez prosty algorytm, ktory
bedzie przedstawiony w tym podrozdziale.

Przyktadowe schematy obwodéw kwantowych przedstawione sg na rysun-
kach 2.14 i1 2.16. Pojawiajace sie na schematach oznaczenia bramem kwanto-
wych zostaly wprowadzone w sekcji 2.2.

12) 4/ NOT

y) T

S

E2) H

=

Rysunek 2.14: Przyktadowy obwod kwantowy

Przedstawiony na rysunku 2.14 obwod kwantowy sktada sie z pieciu bra-
mek kwantowych, dzialajacych na trzykubitowym rejestrze. Obwod sktada
sie z czterech etapéw obliczent (ang. stages lub steps) i konczy sie operacja
pomiaru jednego kubitu. Schematy obwodow kwantowych sa zawsze anali-
zowane od strony lewej do prawej. W pierwszym etapie bramki vV NOT i T
dziataja odpowiednio na kubitach z i y. W drugim etapie bramka Hadamarda
dziata na kubicie z. W trzecim etapie pojawia sie bramka sterowanej negacji,
dziatajaca na kubicie x, gdzie kubitem sterujacym jest kubit y. W ostat-
nim etapie obliczen pomiarowi podlega kubit x. Ta operacja pomiaru jest
przyktadem pomiaru podzbioru kubitéw, nalezacych do rejestru, i jest ona
wykonywana zgodnie z algorytmem przedstawionym w sekcji 2.3.

Symulacja pracy obwodu kwantowego wykonywana jest wg nastepujacych
regut:

1. W miejscach w obwodzie kwantowym, w ktorych nie wystepuja zadne
bramki, zostajg umieszczone bramki o macierzy jednostkowej I. Obwod
rownowazny obwodowi z rys. 2.14, z zaznaczonymi jawnie bramkami
jednostkowymi, przedstawiony jest na rys. 2.15.

2. Potaczeniu rownolegtemu bramek kwantowych odpowiada bramka opi-
sywana przez iloczyn tensorowy poszczegdlnych bramek. Obowiazuje
przy tym kolejno$é od najbardziej znaczacego® kubitu.

5 kubity najbardziej znaczace sa w calej niniejszej pracy rysowane od géry schematéw
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| 71171
2) /vVNOT 1]

) T il
) —— L H

Rysunek 2.15: Zaznaczone jawnie bramki I o macierzy jednostkowe;j

Zatem, dla przyktadu, pierwszemu etapowi obliczen w obwodzie z rys.
2.15 odpowiada bramka o macierzy:

NOT T ®I
drugiemu etapowi obliczen w tym obwodzie odpowiada bramka o ma-
cierzy:

I ®I @ H
itd.

3. Potaczeniu szeregowemu bramek odpowiada bramka opisywana przez
zwykly iloczyn macierzy poszczegblnych bramek (mnozenie macierzy).
Trzem pierwszym etapom obliczen w przyktadowym obwodzie odpo-
wiada zatem bramka opisywana wyrazeniem:

(VNOT®T®I)-(I 1 @ H)-(I ®CNot)

4. Stan otrzymywany na wyjsciu etapu obliczen lub na wyjsciu catego
obwodu kwantowego jest rowny iloczynowi macierzy etapu lub obwo-
du i stanu wejsciowego — jezeli wewnatrz obwodu nie wystepowalty
operacje pomiaru stanu.

Rezultatem otrzymywanym po trzech pierwszych etapach obliczen ob-
wodu 2.14, po podaniu na jego wejsciu stanu |000), bytby zatem stan
opisywany wyrazeniem:

(VNOT@T@I)-(I ®1 ®H)- (I @CNot))|000)

Inny przyktadowy obwdd kwantowy prezentuje rysunek 2.16.

Korzystajac ponownie z przedstawionych zasad symulacji dziatania ob-
wodéw kwantowych, pierwsze cztery etapy obliczen w tym obwodzie sa opi-
sywane macierza unitarng 8 x 8, dana za pomocg wyrazenia:

([ @I @R, (;)) Toffoli - (HeT&1I)- (I ® Swap)
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Rysunek 2.16: Przyktadowy obwod kwantowy I1

Obwod 2.16 zakonczony jest operacja pomiaru stanu catego 3-kubitowego
rejestru, przetwarzanego przez obwdd. Rezultatem otrzymywanym na wyj-
Sciu jest zatem jeden z wektoréow bazy standardowej {|000), |001),...,|111)},
zgodnie z rozktadem prawdopodobienstw, okreslonym przez amplitudy, mo-
dyfikowane przez obwdd.

Przyktad: Niesgsiadujgce kubity i bramka Swap

Podczas projektowania obwodow kwantowych zachodzi niekiedy potrzeba za-
stosowania bramki, dziatajacej na kubitach, ktore nie sgsiaduja ze soba w re-
jestrze kwantowym.

Najprostszy przyktad fragmentu takiego uktadu, zawierajacego bramke
CNot, przedstawia rysunek 2.17(a).

) P ) P
y) y)
2) o Z) .

(a) Kubit sterujacy i docelowy (b) Réwnowazny obwdd kwantowy
CNot nie sasiaduja ze soba

Rysunek 2.17: Réownowazne obwody kwantowe

Aby znalez¢ macierz, opisujaca ten fragment uktadu, nalezy postuzy¢ sie
bramka Swap:
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1000
0010
Swap=| 1 ¢ ¢
000 1

Przy uzyciu tej bramki obwdd z rysunku 2.17(a) moze by¢ przeksztatcony
do réwnowaznej postaci, jak na rysunku 2.17(b).

Wowcezas — zgodnie z przedstawionymi regutami symulacji dziatania ob-
wodéw kwantowych — macierz takiego fragmentu uktadu dana jest za po-
mocg wyrazenia:

(I ® Swap) - (CNot2 ® 1) - (I ® Swap)

Podstawiajac macierze I, Swap oraz C'Not2 do powyzszego wyrazenia
oraz wykonujac operacje na macierzach, otrzymujemy macierz catego obwodu
przedstawionego na rysunku 2.17(a).

10000000
00000100
00100000

ivewit — | 000 00001
00001000
01000000
000000T10

00010000,

Fragment obwodu kwantowego, opisany powyzsza macierza, dziata wow-
czas w nastepujacy, pozadany sposob:
circuit|000) = |000)
circuit|010) = |010)
circuit|101) = |001)
) = [011)

circuit|111

Taka sama operacja moze by¢ wykorzystana w przypadku, gdy istnieje
potrzeba zamiany kolejnosci wejs¢ bramki kwantowej — np. zamiana kubi-
tu sterujacego i poddawanego operacji alternatywy wykluczajacej w bramce

CNot.
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2.5 Szybki algorytm obliczen kwantowych

Symulacja dzialania pracy obwodu kwantowego sprowadza sie w najprost-
szym przypadku do pomnozenia macierzy catego obwodu przez wektor wej-
Sciowy, tak jak zostalo to przedstawione w poprzednim podrozdziale. Macierz
jest obliczana przez znalezienie iloczynéw tensorowych wszystkich etapow
obliczen, a nastepnie pomnozenie macierzy kolejnych etapow. Latwo jest za-
uwazy¢, ze w takim podejsciu ztozonos¢ obliczeniowa — czasowa i pamigciowa
— algorytmu ros$nie w tempie wyktadniczym (wraz ze wzrostem liczby kubi-
tow).

Aby rozwiazaé ten problem, w [SGMO5] zaproponowano alternatywny,
wydajny algorytm symulacji pracy obwodow kwantowych, wykorzystujacy
wlasnosci iloczynu tensorowego (1.10).

Gloéwna zasada dziatania tego algorytmu polega na tym, ze obliczane sa
wyjscia kolejnych etapéw obwodu kwantowego — w odrdznieniu od najprost-
szego podejscia nie jest obliczana macierz catego uktadu. Zatézmy, ze pewien
etap obliczen w obwodzie kwantowym sktada si¢ z L bramek. Pierwszy ele-
ment wektora wyjsciowego danego etapu obliczen to iloczyn skalarny iloczynu
tensorowego pierwszych wierszy L macierzy bramek we fragmencie obwodu
i wektora wejsciowego etapu obliczen. Drugi element wektora wyjsciowego
danego etapu obliczen to iloczyn skalarny iloczynu tensorowego pierwszych
wierszy macierzy L — 1 pierwszych bramek i drugiego wiersza macierzy ostat-
niej bramki w danym etapie obliczen itd. Takie podejscie znaczaco redukuje
ztozonos$¢ pamieciowa. Doktadne pomiary oraz bardziej obszerne przyktady
znajduja sie w [SGMO5].

Dodatkowo takie podejscie upraszcza kwestie wystepowania operacji po-
miaru stanu wewnatrz obwodu kwantowego. Wystapienie operacji pomiaru
uniemozliwialo w prostym podejsciu zapisanie catego obwodu przy pomo-
cy jednej macierzy unitarnej — poniewaz operacja pomiaru stanu uktadu
kwantowego nie jest operacja zgodng z ewolucjg unitarng. Algorytm zapro-
ponowany w [SGMO05] oblicza stany otrzymywane na kolejnych fragmentach
obwodu. Jesli w pewnym fragmencie wystepuje operacja pomiaru, to stan
rejestru jest odpowiednio przeksztatcany i podawany na wejscie kolejnego
etapu obliczen w obwodzie.
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Rozdziat 3

Model obiektowy dla obliczen
kwantowych

HIn natural science, Nature has given us a world and we’re just
to discover its laws. In computers, we can stuff laws into it and
create a world.”

Alan Kay

W rozdziale zostanie przedstawiona propozycja modelu obiektowego, po-
zwalajacego na wykonywanie obliczen kwantowych — a wiec na symulacje
pracy komputera kwantowego — w dowolnym obiektowym jezyku programo-
wania.

Opracowany model obiektowy pozwala w tatwy sposéb opisywaé¢ obwody
kwantowe, przedstawione w poprzednim rozdziale, i symulowaé ich prace.

Wymagania do obliczen kwantowych

Do symulacji obliczen kwantowych potrzebne jest przygotowanie pewnego
zbioru obiektéw oraz operacji na nich. Zostanie to zaprezentowane w tym
podrozdziale.

Podstawowe elementy, wymagane do symulacji obliczen kwantowych to:

1. wektory liczb zespolonych (macierze kolumnowe) — do reprezentowa-
nia kubitow (wektory dwuelementowe) i rejestréw kwantowych (27-
elementowe)

2. macierze liczb zespolonych (bramki kwantowe) — do reprezentacji ope-
ratoré6w unitarnych, ktére powoduja zmiany stanéw rejestréw kwanto-
wych.
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3. odpowiednie struktury taczace powyzsze elementy — do reprezentowa-
nia calych uktadéw bramek kwantowych (obwody kwantowe)

Oprocz wektorow i macierzy liczb zespolonych niezbedne sa takze odpo-
wiednie operacje wykonywane na tych obiektach.

Potrzebne dziatania na wektorach (kubity i rejestry kwantowe) to: sprze-
zenie hermitowskie (1.3), normalizacja, pomiar kwantowy (redukcja wektora
stanu). W przypadku pomiaru stanu rejestru musza by¢ wyréznione dwie
wersje tej operacji: pomiar catego rejestru oraz pomiar czedci kubitéw nale-
zacych do rejestru, co zostato zdefiniowane w podrozdziale 2.3.

Niezbedne operacje na macierzach (reprezentujacych bramki kwantowe)
to: obliczanie iloczynu tensorowego (1.10), mnozenie macierzy, sprzezenie her-
mitowskie (1.3), mnozenie macierzy przez wektor (dziatanie na stan w re-
jestrze kwantowym). Dodatkowo przydatne moga by¢ operacje takie jak:
sprawdzenie, czy macierz jest unitarna oraz inne podstawowe operacje na
macierzach — obliczanie wyznacznika, $ladu, odwrotnosci.

Reprezentacja catego obwodu kwantowego moze by¢ zapisana w posta-
ci struktury drzewa, sktadajacego sie z powyzszych obiektow. Wybor wia-
Sciwej struktury jest istotny z punktu widzenia wydajnosci wykonywanych
symulacji. Zgodnie z wlasnoscig 2.3, dodawanie kolejnych kubitéw do reje-
stru kwantowego powoduje wyktadniczy wzrost uzywanej pamieci oraz kosztu
obliczeniowego. Jednym z rozwigzan tego problemu jest algorytm wydajnej
symulacji obliczen kwantowych, zaproponowany w [SGMO5], ktéry zostal opi-
sany w podrozdziale 2.5.

Wszystkie powyzsze niezbedne operacje matematyczne sg zapewniane np.
przez biblioteke do obliczen numerycznych Numerical Python.

3.1 Opis modelu

Wykorzystanie techniki programowania zorientowanego obiektowo pozwala
programiscie na postugiwanie sie strukturami wysokiego poziomu, wykony-
wanie operacji na obiektach reprezentujacych konkretne pojecia z dziedziny
problemu. Zaproponowany model wykorzystuje zwiazki dziedziczenia i zawie-
rania, abstrakcyjne typy danych, funkcje wirtualne oraz polimorfizm. Naj-
czesciej uzywane operacje na obiektach — jak taczenie bramek kwantowych,
przetwarzanie stanu w rejestrze kwantowym przez bramke — zostaty dodat-
kowo udostepnione w postaci przecigzonych operatorow.
Podstawowe cechy zaproponowanego modelu obiektowego to:

e Obwody kwantowe moga by¢ zapisywane za pomocs zwiezlej notacji,
dzigki wykorzystaniu przeciazonych operatoréw ** i *, opakowujacych
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operacje iloczynu tensorowego i sktadania odwzorowan, co odpowiada

potaczeniom réwnolegtym i szeregowym bramek kwantowych.

Struktura obiektowa jest wzorowana na koncepcji abstrakcyjnych drzew
sktadniowych (ang. abstract syntaz trees), ktére znakomicie nadaja sie
do opisu wyrazen matematycznych lub algorytmoéow i kodéw progra-
mow. Przez analogie zaproponowany model pozwala na zapis struktury

obwodu kwantowego, ktéra opisuje obliczenia kwantowe.

e Struktura danych dobrze nadaje sie do przetwarzania przez algorytmy
genetyczne, programowanie genetyczne lub dowolne metody ewolucyj-

ne, co zostanie wykorzystane i zaprezentowane w rozdziale 6.

Rysunek 3.1 przedstawia diagram klas w jezyku UML modelu obliczen
kwantowych. Opis najwazniejszych klas modelu zostal zawarty w tabeli 3.1

WrongSizeException
_______ I

na stronie 46.

QuantumComputer
——

I e
& ' throws
' '
| | throws
'
'
' I
! QuantumGate
+ circuits QuantumCircuit - stages -
+ matrix : complex[][]
1r + addStage(s | Stage) © woid 1 + computerr - QRegister) - QRegister
+ addstage( ©int, g . QuantumGate] © woid + determinantf) : complex
+ computedr . QRegister) : QRegister + trace) : complex
+ operator()ig . QRegister) . QRegister + transpose() © QuantumCate
+ conjugatedy : QuantumGate
. + inversed - QuantumGCate
+ registers | 1 + operator™(g : QuantumGate) : Stage
+ operator*(r : QReqgister) : QReqister
QRegister + operator*(g : QuantumGate] © QuantumGate
" e m e e ] + operator((g | QRegister) | ORegister
- size :int
- matrix : complex(] ¢
+ QRegister(m : complex(]) H
+ reset) : woid |
+ narmalize() : void :
+ measure() : int R e T 1
+ measure(q : int) : int | 1
+ operator+((g : QRegister) | QRegister ' '
+ operator**{g . QRegister) : QRegister
+ operator==((QRegister : int) : boolean EHementaryQuantumtate - gates Stage
+ g?‘erﬁg_- QRE_Q:JS‘EP' O_uasﬂ‘tumcate - size . int 1% + compute(r : QReqister) © QRegister
+ diracibinary : boolean) ring + computelr : QRegistery - QRegister + addGate(i : int, g QuantumGate)
T 75 + addGate(g : QuantumGate) : void
Qubit
-sizezint = 2
- matrix : complex[]
+ fling - void Hadamard PhaseShift Not
+ Hadamardo - theta : float - size it =2
+ Hadamard(size : int) + compute(r : QRegister) : QRegister + compute(r - QRegister) : QRegister
+ compute(r - QRegister) : QRegister
Arbitrary CNot Toffoli
-size:int = 2 - sizeint = 3

+ Arbitranymatrix ;. complex(](])

+ compute(r : QReqister) : QRegister

+ compute(r - QRegister) © QRegister

+ compute(r © QRegister) : QRegister

Qhbject Model for Quantum Camputing
Copyright (C) 2007,2008 Robert Mowotniak

Rysunek 3.1: Model obiektowy obliczen kwantowych
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Tabela 3.1: Podstawowe klasy modelu

QRegister

rejestr kwantowy. klasa opakowuje wektor
liczb zespolonych, zapewnia spetnienie warun-
ku normalizacyjnego

Qubit

kubit, wektor z dwuwymiarowej przestrzeni,
szczegolny przypadek QRegister

QuantumCircuit

klasa reprezentujaca kompletny obwod kwan-
towy, posiada uporzadkowana kolekcje kolej-
nych etapéw obliczen (stages)

QuantumGate

klasa abstrakcyjna, ogdlny wezel abstrakcyj-
nego drzewa skladniowego, definiuje podsta-
wowe operacje na bramce kwantowej (poda-
nie sladu, wyznacznika, ...), dziedzicza z niej
konkretne bramki kwantowe.

Stage

pojedynczy etap obliczen kwantowych, mo-
ze sktada¢ sie z wielu potlaczonych rowno-
legle bramek podstawowych (uporzadkowana
kolekcja gates).

ElementaryQuantumGate

klasa abstrakcyjna, z ktorej dziedzicza wszyst-
kie konkretne bramki podstawowe

Hadamard bramka Hadamarda

Not bramka negacji

CNot bramka sterowanej negacji (domys$lnie bar-
dziej znaczacy kubit jest kubitem sterujacym)

PhaseShift bramka obrotu amplitudy prawdopodobien-
stwa

Toffoli bramka Toffoliego (podwdjna sterowana nega-
cja)

Fredkin bramka Fredkina — operacja sterowanej za-
miany kubitéow (ang. controlled swap)

Arbitrary bramka o dowolnej macierzy unitarnej, poda-
wanej jako argument konstruktora

WrongSizeException wyjatek wyrzucany przez biblioteke przy ope-

racji na obiektach o niezgodnych rozmiarach
(bramki, rejestry kwantowe)
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Podstawowymi klasami modelu sg klasy QRegister, QuantumCircuit, Qu-
antumGate. Reprezentuja one odpowiednio rejestry, obwody i bramki kwan-
towe. Klasa QuantumGate jest klasg abstrakcyjna, z ktérej dziedzicza kon-
kretne bramki kwantowe. Dziedziczy z niej takze klasa Stage, reprezentujaca
jeden etap obliczen. Abstrakcyjna metoda compute() z klasy QuantumGate,
definiowana w klasach dziedziczacych, odpowiada za obliczanie stanu otrzy-
mywanego na wyjsciu danej bramki tzn. wykonywanie mnozenia macierzy
danej bramki przez wektor wejsciowy.

Dziatanie przecigzonego operatora ** na rejestrach lub bramkach kwan-
towych powoduje wykonanie operacji iloczynu tensorowego!. Natomiast ope-
rator * — na tych samych typach obiektéw — powoduje obliczanie iloczynu
skalarnego (wewnetrznego). Odpowiada to odpowiednio potaczeniom réwno-
legtym i szeregowym bramek w obwodzie kwantowym. Dysponujac obiektem,
reprezentujacym bramke lub caty obwod kwantowy, mozna ponadto przetwo-
rzy¢ dowolny stan rejestru kwantowego, ,wywotujac” bramke lub obwod, tak
jak funkcje, oraz podajac rejestr kwantowy jako argument — jest to mozliwe
dzieki przeciazeniu operatora () dla klas QuantumCircuit i QuantumGate.

Wykaz przecigzonych operatoréw binarnych dla odpowiednich typow da-
nych przedstawia tabela 3.2. Obliczenie iloczynu tensorowego macierzy od-
powiada potaczeniu réwnolegtemu bramek kwantowych lub obliczeniu stanu
uktadu, ztozonego z kilku rejestrow kwantowych.

Tabela 3.2: Przeciazone operatory binarne

’ operator ‘ arg. 1 ‘ arg. 2 ‘ rezultat ‘ dziatanie
*ok QRegister | QRegister | QRegister | iloczyn tensorowy
* QGate QRegister | QRegister | iloczyn skalarny
*k QGate QGate QGate iloczyn tensorowy
* QGate QGate QGate iloczyn skalarny

Zatem przetworzenie pewnego stanu psi rejestru kwantowego przez bram-
ke h moze by¢ zapisane jako h * psi lub h(psi). Podobnie ztozenie kilku eta-
péw (ang. stages) obliczenn w obwodzie kwantowym uzyskiwane jest poprzez
stagel * stage2. Obliczenie stanu ztozonego rejestru kwantowego moze by¢
uzyskane przez psil ** psi2, natomiast bramka sktadajaca sie z réwnole-
glego potaczenia bramki Hadamarda oraz CNot moze by¢ utworzona poprzez
h **x cnot.

Wiecej przyktadow uzycia wszystkich tych operacji zostanie pokazane na
koncu niniejszego rozdziatu.

! Tloczyn tensorowy jest zwiazany nie tylko z mnozeniem elementéw macierzy, ale takze
wymiaréw macierzy — stad propozycja uzycia operatora ** dla tej operacji.
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Uwaga: Implementujac zaproponowany model w dynamicznych jezykach
programowania obiektowego, w ktoérych nie sg Scisle wyrdznione klasy abs-
trakcyjne, nie ma koniecznoéci tworzenia klasy Arbitrary, poniewaz mozna
bytoby zainstancjonowa¢ klase QuantumGate i zdefiniowa¢ jej macierz. Uwa-
ga ta dotyczy jezyka Python, jednak np. w jezyku Java musiataby istniec¢
odrebna klasa Arbitrary.

Zgodnie z konwencja i stylem preferowanym w wielu jezykach programo-
wania, nazwy klas rozpoczynaja sie od wielkiej litery, a nazwy instancji tych
klas — od malej.

3.2 Implementacja w jezyku Python

Przedstawiony model obiektowy dla obliczen kwantowych zostat zaimplemen-
towany w bibliotece gclib dla jezyka Python. Pelny kod Zrédtowy biblioteki
znajduje sie¢ w zataczniku na stronie 110.

W bibliotece zostaly zaimplementowane wszystkie klasy, opisane w tabe-
li 3.1. Dodatkowe zdefiniowane funkcje i state pomocnicze, zostaty opisane
w tabelach 3.3 1 3.4.

Dla biblioteki qclib zostal przygotowany zestaw testow jednostkowych
(przy uzyciu biblioteki wunittest), pozwalajacy na tatwy refaktoring i opty-
malizacje kodu biblioteki.

Tabela 3.3: Pomocnicze funkcje biblioteki qclib

dec2bin(n) | Konwersja liczby n na zapis binarny

Ket(n, m) | tworzy m-kubitowy rejestr kwantowy (QRegister) w stanie
bazowym |n)

epr() Funkcja generujaca dwukubitowy rejestr kwantowy (QRegi-
ster) w stanie splatanym (para EPR)

Tabela 3.4: Predefiniowane stale pomocnicze
s2 stata pomocnicza g, ktora bardzo czesto pojawia si¢ w obli-
czeniach kwantowych.
ketO | réwnowazne Ket(0,1)
ketl | rownowazne Ket(1,1)

h obiekt klasy Hadamard, jednokubitowa bramka Hadamarda
cnot | obiekt klasy CNot
cnot2 | obiekt CNot(0,1) — bramka CNot z odwr6cona kolejnoscia
kubitow
I réwnowazne Identity(1), czyli jednokubitowa bramka iden-
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3. MODEL OBIEKTOWY DLA OBLICZEN KWANTOWYCH

3.3 Przyklady uzycia API biblioteki qclib

W niniejszym podrozdziale przedstawione sa przyktady wykorzystania in-
terfejsu API (ang. application programming interface) oraz przeciazonych
operatoréow napisanej biblioteki gclib.
e wypisanie stanu (nieznormalizowanego) 0.3|0) w postaci wektorowej:
print 0.3 * ketO

rezultat:

[[0.3]
[0.1]

e stan 0.7: |1)
0.7] * ketl

e stan nieznormalizowany (superpozycja) 0.5/0) + (0.1 + 0.72)|1):
0.5 x ket0 + (0.1 + 0.7j) * ketl

e stan 0.5/0) + (0.1 + 0.74)|1) po znormalizowaniu:
(0.5 * ketO + (0.1 + 0.7j) * ketl).normalize()
e wypisanie powyzszego, znormalizowanego stanu 0.5/0) + (0.1 4+ 0.77)|1)
w postaci wektorowej:
print (0.5 * ketO + (0.1 + 0.7j) * ketl).normalize()

rezultat:

[[ 0.57735027+0. j ]
[ 0.11547005+0.808290387]]

e przypisanie rejestrowi greg stanu |greg) = 0.50) 4+ (0.1 4 0.74) = |1)
qreg = 0.5 * ketO + (0.1 + 0.7j) * ketl

e wypisanie stanu rejestru greg w notacji Diraca:
print qreg.dirac()

rezultat:

+0.5/0> +(0.1+0.7j) 1>
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3. MODEL OBIEKTOWY DLA OBLICZEN KWANTOWYCH

stan bazowy |01) dwukubitowego rejestru:

ketO *x ketl

stan bazowy |0100) czterokubitowego rejestru:

ketO **x ketl *x ketO ** ketO
rejestr qreg, ztaczony (iloczyn tensorowy) z dwukubitowym stanem |00)
(czyli [qreg) ® [0) © 0)):

greg ** ketO **x ketO

wypisanie powyzszego stanu w notacji Diraca:

print (qreg+**xketO*xketO).dirac()
rezultat:

+0.5/000> +(0.1+0.73) (100>
utworzenie obiektu o nazwie h, bedacego instancja klasy Hadamard
(bramka Hadamarda):

h = Hadamard()
potaczenie szeregowe bramki I (brak operacji) oraz dwoch bramek Ha-
damarda:

I xh*xh
przypisanie kubitowi ¢ rezultatu przetworzenia stanu |0) przez bramke
Hadamarda:

q = h(ket0)

pomiar stanu kubitu i wypisanie rezultatu w notacji Diraca:
print q.measure().dirac()
rezultat:
1>
potaczenie szeregowe bramki CNot (2-kubitowa) oraz polaczenia row-
nolegtego bramki Hadamarda oraz bramki o macierzy jednostkowe;j:
CNot() * (h ** I)
potaczenie rownolegte bramki o macierzy jednostkowej I, bramki CNot
oraz bramki Hadamarda:

I *x CNot() ** h
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pomiar stanu catego rejestru greg2:

qreg2.measure ()
pomiar stanu drugiego i trzeciego (liczac od zera) kubitu, nalezacego
do rejestru greg2:

result = qreg2.measure(2, 3)

wypisanie rezultatu pomiaru dwéch kubitow w notacji Diraca:

print result.dirac()
rezultat:

10>
utworzenie obiektu circ reprezentujacego obwodd kwantowy, sktadaja-
cego si¢ z trzech nietrywialnych bramek kwantowych:

circ = (I *x h *x I) * (I **x cnot) * (cnot2 *x* I)
wypisanie rezultatu dziatania obwodu kwantowego circ na stanie |000)
w notacji Diraca:

print circ(ketO ** ketO *x ket0).dirac()
rezultat

+0.7071071000> +0.707107|111>

o1



Rozdziatl 4

Wykorzystywane efekty
informatyki kwantowej

»Spooky action at the distance”
Albert Finstein

W niniejszym rozdziale zostang przedstawione podstawowe efekty me-
chaniki kwantowej, wykorzystywane w obliczeniach kwantowych. Beda one
niezbedne do wykonywania operacji takich jak teleportacja kwantowa lub
kodowanie supergeste.

4.1 Stany splatane

Stan dwukubitowego rejestru kwantowego w postaci g (|00) + |11)) nazy-
wany jest para EPR. Nazwa ta pochodzi od nazwisk Einsteina, Podolskiego
i Rosena, ktorzy jakie pierwsi odkryli, ze korelacje przestrzenne takiego stanu
prowadza do paradokséw w mechanice kwantowej [EPR35].

Definicja 4.1. Mowimy, ze stan |¢) dwdch kubitéw jest splatany (ang. en-
tangled), jesli nie mozna go przedstawi¢ w postaci iloczynu tensorowego po-
jedynczych kubitow, tzn:

|9) # (al0) +b[1)) @ (c[0) + d[1))

gdzie
a,b,c,d € C

jaf* +[b]* = 1 el + 1d]* =1
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Przyklad 4.2. Stan |®) = %]OO) + %]11) jest stanem splgtanym.

Nie mozna go przedstawié jako iloczynu:
|27) # (al0) +0[1)) ® (c[0) +d|1))
Poniewaz wymnazajgc
5100) + {11} # (al0) + b[1) © (c[0) +d]1))
— — a c
V2 V2
otrzymuje sie:
L 100) + 22 11) # acl00) + ad|01) + be[10) + bd|11)
V2 V2

Z powyzszego wynika uktad rownan:

1
ac = ?

b‘;: f (4.1)
Qa g

bc=0

Uklad jest sprzeczny, co dowodzi, Ze |®T) jest stanem splgtanym.

Stan |®1) nalezy do tzw. bazy Bella, ktéra tworza nastepujace wektory:

|<Di> = @00) + @11)
©7) = 75100) - J511) )
[UT) = 5[01) + 5[10)

[07) = 5101) — 55110)

Powyzszy zbior wektorow tworzy baze ortonormalng w przestrzeni stanow
'H, dwukubitowego rejestru kwantowego. Kazdy z tych wektorow reprezen-
tuje stan splatany.

4.2 Paradoks Einsteina-Podolskiego-Rosena

W publikacji [EPR35] Einstein, Podolski oraz Rosen przedstawili ,ekspery-
ment myslowy”, w ktérym rozwazali pary czastek znajdujacych sie w stanach
splatanych. Przyjety przez nich tok rozumowania prowadzit do wniosku, ze
musi by¢ prawdziwa jedna sposréd dwoch trudnych wowcezas do zaakcepto-
wania hipotez: mechanika kwantowa jest teoria ,niepelna” (ang. incomplete)
lub nie obowigzuje zasada lokalnego realizmu.
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Zgodnie z jednym z postulatow mechaniki kwantowej (1.2), pelna in-
formacja o stanie uktadu kwantowego opisywana jest przez funkcje falowsa
(wektor stanu z przestrzeni Hilberta stanéw ukladu) — jednakze istnieja ta-
kie stany uktadéw ztozonych, ktore nie moga by¢ opisane za pomocg standow
nalezacych do nich poduktadéw. Innymi stowy stan uktadu jako catosci moze
by¢ lepiej okredlony niz jego elementéw sktadowych. Jest to jedna z nietypo-
wych wtasno$ci mechaniki kwantowej, majaca wiele zastosowan.

Taka wtasnos¢ fizycznej rzeczywistosci, w ktérej ujawnia sie nielokalna
natura mechaniki kwantowej, budzita poczatkowo wiele watpliwosci w po-
czatkowym etapie rozwoju tej gatezi fizyki. Wykorzystanie stanéw splata-
nych pozwala w pewnym sensie na natychmiastowe oddziatywanie na odlegte
obiekty w nietypowy sposob (,spooky action at the distance” — Albert Ein-
stein).

Rozwazane byly pary czastek — znajdujace sie w stanie splagtanym —
ktore zostaly rozsumiete na pewna odlegtos¢ w przestrzeni. Zgodnie z postu-
latami mechaniki kwantowej, wykonanie operacji pomiaru stanu pierwszego
obiektu powoduje natychmiastowg zmiane stanu drugiego obiektu — usta-
lenie jego wartosci, redukcje wektora stanu. Ta wlasnosc¢ jest niezalezna od
odlegtosci dzielacych czastki w kwantowym stanie splatanym. Zostato to tak-
ze pomyslnie wykazane w réznych fizycznych eksperymentach.

V2
2

Dysponowanie dwukubitowym rejestrem kwantowym w stanie |®*), a na-
stepnie wykonanie operacji pomiaru jedynie na pierwszym kubicie naleza-
cym do takiej splatanej pary, spowoduje otrzymanie rezultatu |0) lub |1)
z prawdopodobienstwem (?)2 = 50%. Jednakze po otrzymaniu na pierw-
szym kubicie wartosci |0), jest juz catkowicie pewne, ze stan drugiego kubitu
ma réwniez wartosé |0). Analogicznie, otrzymanie wartosci |1) przy odczycie
stanu pierwszego kubitu, natychmiastowo determinuje wartos¢ drugiego ku-
bitu, nalezacego do splatanej pary. Ta wltasnos¢ jest niezalezna od fizycznej
odlegtosci dzielacej obydwa kubity.

Taka nature stanéow splatanych probowano poczatkowo uzasadni¢ za po-
moca teorii opierajacych si¢ na koncepcji tzw. zmiennych ukrytych. Bytyby
to pewne wewnetrzne wlasnosci uktadéw kwantowych, ktore mogtyby de-
terminowa¢ stan par takich jak |®T) jako calosci od poczatku ich utworze-
nia. Istnienie zmiennych ukrytych $wiadczytoby o ,niezupetnosci” mechaniki

kwantowej, ktora nie przewiduje istnienia takich zmiennych.

|@7) = =5~ (/00) + [11))
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4. EFEKTY INFORMATYKI KWANTOWEJ

W roku 1964 John S. Bell udowodnit [Bel64], ze zadne teorie, opieraja-
ce sie na istnieniu domniemanych zmiennych ukrytych, nie bytyby wystar-
czajace do przewidywania wynikéw wszystkich pomiaréw wykonywanych na
stanach splatanych mechaniki kwantowej. Tym samym zostata potwierdzona
wtlasnos$¢ nielokalnych efektéw mechaniki kwantowej.

Dodatkowo nalezy zauwazy¢, ze taki efekt wbhrew pozorom nie jest sprzecz-
ny ze szczegdlna teoria wzglednosci (wg. ktorej predkosé $wiatta jest mak-
symalna predkoscia przesytania informacji we wszech$wiecie). Pomimo ze
uzycie stanow splatanych pozwala na natychmiastowe zaburzanie stanu od-
legtych obiektow, nie moze by¢ to w zaden sposéb wykorzystane do natych-
miastowego przesytania informacji. Pomiar stanu jednej czastki, nalezacej
do splatanej pary, powoduje natychmiastows zmiane stanu odlegtej czastki,
jednak nie jest mozliwe doktadne odczytanie stanu otrzymywanego po dru-
giej stronie. Zgodnie z przedstawionymi (1.2) postulatami mechaniki kwanto-
wej, rezultatem odczytania stanu takiej czastki bedzie jedna dwoch wartosci,
z prawdopodobienstwem okreslonym przez rzut wektora stanu na wektory
uzytej bazy pomiarowej. Podczas tej operacji faktyczny stan ulegnie znisz-
czeniu', nie bedzie wiec mozliwe poznanie faktycznych wspotrzednych tego
wektora.

Nietypowe wtasnosci stanow splatanych, mimo ich ograniczen, sa wyko-
rzystywane w wielu algorytmach kwantowych.

4.3 Kwantowy paralelizm

Wszystkie odwzorowania unitarne, realizowane przez bramki kwantowe, sg
odwzorowaniami liniowymi, wiec wszystkie operacje wykonywane na rejestrze
kwantowym sg jednoczesnie, w sposoéb wspotbiezny, wykonywane na kazdym
ze stanéw bazowych przestrzeni stanéw rejestru kwantowego:

U Zaim = ZaiU |4) (4.3)

Poniewaz wymiar przestrzeni stanéw rosnie w tempie wyktadniczym wraz
ze wzrostem liczby kubitow w rejestrze (wlasno$é 2.3), niektére problemy
algorytmiczne moga by¢ rozwigzywane przez komputer kwantowy w czasie
wielomianowym, podczas gdy dla algorytmoéw klasycznych te problemy po-
siadalyby wyktadniczg ztozonosé obliczeniows.

Kwantowy paralelizm i potencjalna mozliwo$¢ wykonywania jednocze-
snej ogromnej liczby obliczen przez komputer kwantowy moga by¢ dobrze

lstan zostanie ustalony na jeden z wektoréw wlasnych operatora pomiarowego
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zilustrowane przez przedstawienie analogii do podstawowego eksperymentu
fizycznego (rys. 4.1), w ktérym ujawnia sie falowa natura swiatta.

W takim eksperymencie $wiatto przechodzi przez dwie szczeliny (ang.
two-slit experiment). Otrzymany w rezultacie obraz tworzy naprzemienne ja-
$niejsze i ciemniejsze obszary — tzw. prazki interferencyjne. Wystepowanie
ciemniejszych obszaréw swiadczy o tym, ze Swiatto zachowuje sie jak fala.
Promienie biegngce réoznymi drogami interferuja ze sobg, w sposéb konstruk-
tywny lub destruktywny, wzmacniajac lub zmniejszajac prawdopodobienstwo
jednego z mozliwych koncowych rezultatow. Taka wtasnos¢ obserwowana jest
takze w przypadku pojedynczego fotonu, ktory poruszajac sie niejako jed-
noczesnie dwiema drogami, znajduje si¢ ostatecznie w stanie otrzymanym
z superpozycji obydwu drog.

Przedstawiona nietypowa wtasnos¢, wynikajaca z mechaniki kwantowej,
jest takze wykorzystywana w koncepcji kwantowego modelu obliczeniowego.
Komputer kwantowy bytby w stanie wykonywa¢ ogromna liczbe obliczen,
by¢ moze nawet nieskonczona, w sposob catkowicie wspotbiezny, podobnie
jak foton swiatta moze poruszac sie jednoczesnie wieloma drogami.

Wykonywanie obliczen w taki nietypowy sposob miatoby jednak sens je-
dynie wowczas, gdy celem nie bytoby otrzymanie wszystkich mozliwych wyni-
kow, lecz gdy wystarczajacy bytby wynik, na ktéry w pewnym stopniu miatby
wplyw kazdy z rezultatow sktadowych. Mozliwos¢é przeprowadzania obliczen
w taki wtasnie sposob, w przypadku niektérych problemow znacznie bardziej
efektywny od algorytméw klasycznych, daje potencjalng ogromng przewage
kwantowemu modelowi obliczeniowemu nad modelami klasycznymi.

Nietypowa wtasnos¢ kwantowego paralelizmu oraz wykorzystanie wzmac-
niania amplitudy prawdopodobienstwa (interferencja konstruktywna) sa wy-
korzystywane w kwantowym algorytmie Grovera, ktory szczegdétowo zostanie
opisany w nastepnym rozdziale.
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Rysunek 4.1: Eksperyment z dwiema szczelinami
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Rysunek 4.2: Pojedyncze fotony w tym eksperymencie wydaja sie poruszaé
jednoczesnie dwiema drogami
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Rozdzial 5

Algorytmy kwantowe

,Is the moon there when nobody looks at it?”
Albert Finstein

W rozdziale zostana zaprezentowane cztery podstawowe algorytmy kwan-
towe, ktore zostaly zaimplementowane przy uzyciu biblioteki gclib, opisanej
w rozdziale 3. Najprostszy przedstawiony algorytm bedzie stuzyt do genero-
wania stanow splatanych, opisanych w sekcji 4.1. Zostanie takze przedstawio-
ny obwod realizujacy protokédt teleportacji kwantowej, kodowanie supergeste
oraz algorytm Grovera. Duzo bardziej szczegdtowe opisy tych algorytméow
mozna znalezé m.in. w [Hir04, GKO03].

5.1 Generowanie stanéw splatanych

Zgodnie z definicjg 4.1 ze strony 52 latwo mozna wykazaé!, ze stan trzyku-
bitowego rejestru kwantowego w postaci

o) = \f|000) + \f|111> (5.1)

jest stanem splatanym — nie mozna przedstawi¢ go w postaci iloczynu ten-
sorowego pojedynczych kubitow.
Aby uzyskaé taki stan ze stanu bazowego |000), nalezy wykonaé obliczenia
przy pomocy obwodu kwantowego przedstawionego na schemacie 5.1.
Rysunek 5.2 przestawia ten sam schemat z zaznaczonymi w sposob jawny
bramkami opisywanymi przez macierze jednostkowe.

! podobnie jak na stronie 52 mozna przeprowadzié¢ dowdd ,,nie wprost”, tzn. wykazaé, ze
przedstawienie stanu jako iloczynu tensorowego prowadzi do sprzecznego uktadu réwnan.
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Rysunek 5.1: Obwod kwantowy, generujacy stan splatany trzykubitowego
rejestru
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Rysunek 5.2: Schemat z zaznaczonymi bramkami jednostkowymi

Wykorzystujac zaproponowany model obiektowy obliczen kwantowych
oraz opracowang biblioteke qclib, obwody te sa reprezentowane przez wy-
razenie:

1 |circ = (I **x h *%x I) * (I **x cnot) * (cnot2 *xx I)

Natomiast obliczenie stanu otrzymanego na wyjsciu obwodu dla stanu
wejsciowego [000) wykonywane jest poprzez:

input = ketO **x ketO ** ketO
2 |output = circ(input)

Po wys$wietleniu koricowego stanu uzywanego rejestru kwantowego output
w notacji Diraca (metoda dirac() klasy QRegister), otrzymamy nastepujacy
rezultat:  +0.707107]000> +0.707107

Otrzymana warto$c¢ rejestru kwantowego to oczekiwany stan splatany 5.1.
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5. ALGORYTMY KWANTOWE

Skad bierze sie wiedza o tym, ze do wygenerowania trzykubitowego stanu
splatanego nalezy postuzy¢ sie¢ wtasnie takim obwodem jak przedstawiony na
schemacie 5.17 W ogélnym przypadku, zaprojektowanie obwodu kwantowe-
go, ktory realizuje pozadane odwzorowanie jest trudnym zadaniem, znajduja
wiec tutaj zastosowanie metody ewolucyjne sztucznej inteligencji, co bedzie
zaprezentowane w rozdziale 6.

5.2 Protokél teleportacji kwantowej

Teleportacja kwantowa pozawala na przestanie stanu kubitu z uzyciem dwoch
klasycznych bitow oraz kwantowego kanatu komunikacji — czyli splatanej pa-
ry EPR. Stan kubitu nie zostaje bezposrednio odczytany podczas tej operacii,
a wiec nie ulega zniszczeniu superpozycja stanéw, w ktorej sie on znajduje.

Im(z)/

f\/“()l

Rysunek 5.3: Teleportacja kwantowa pozwala przesta¢ dokladny stan kubi-
tu (okreslony przez dwa wektory na plaszczyznie zespolone;j)
jedynie za pomoca dwoch klasycznych bitow informacji

Teoretyczna propozycja protokohtu teleportacji kwantowej zostata przed-
stawiona w roku 1993 [BBC93], a w roku 1998 zostal zaproponowany przez
G. Brassarda obwdd [Bra96] w modelu kwantowych bramek logicznych, reali-
zujacy ten protokot. Przeprowadzano takze pomysine eksperymenty fizycz-
ne, potwierdzajace mozliwos¢ teleportacji stanéw kwantowych pojedynczych
czastek [BPM 97, NKLI8| oraz pojedynczych atoméw [CSBT04, RHR04].

Rysunek 5.4 przedstawia uktad bramek kwantowych, realizujacy protokot
teleportacji kwantowej, zaproponowany w pracy [Bra9d6].
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Rysunek 5.4: Obwod kwantowy realizujacy protokot teleportacji

Oprocz widocznych bramek sterowanej negacji wykorzystywane s w tym
obwodzie takze bramki kwantowe, opisane nastepujacymi macierzami:

=50 s

(oh) ()

Aby przeprowadzi¢ symulacje teleportacji kwantowej przy pomocy zaim-
plementowanej biblioteki gclib, nalezy zacza¢ od zdefiniowania bramek kwan-
towych, pojawiajacych sie w obwodzie Brassarda:

1 |L = Arbitrary(s2 * array ([
2 [ 1, -11,

3 (1, 1],

4 1)

5 |R = Arbitrary(s2 * array ([
6 (1, 1],

7 (-1, 11,

8 1)

9 |S = Arbitrary ([

10 [ 15, o],

11 [ 0, 1],

12 D

13 |T = Arbitrary ([

14 [-1, ol,

15 [ 0, -13],

16 D

Potrzebny jest takze pewien dowolny stan kubitu, ktory bedzie podlegat
teleportacji, przyjmijmy, ze bedzie to nastepujacy stan psi:
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= Qubit ([

[ 2.0/7 * (cos(pi/2/9) + 1.0j*sin(pi/2/9)) 1,
[ sqrt (45)/7 * (cos(pi/3*2) + 1.0j*sin(pi/3%2)) 1,
D)

psi

I R

Przy uzyciu przeciazonych operatoréow biblioteki gclib mozna nastepnie
zapisa¢ czes¢ nadajaca oraz odbierajacg obwodu za pomoca nastepujacych
wyrazen (prosze poréwnaé ze schematem na rysunku 5.4!):

1 |alice = (I **x L *x*x I) * (I ** cnot) * (cnot *x I) * (R
*x T k% 1)

3 |bob = (S ** cnot) * (I **x Swap()) * (cnot2 *x I) *x \
4 (I ** Swap()) * (S **x I x*x T) x (I *x Swap()) * (cnot2
*x I) x (I *x Swap())

Na wejsciu a obwodu podawany jest stan przesytanego kubitu psi. Pozo-
state dwa kubity maja na poczatku stan |00). Teleportacja kwantowa roz-
poczyna sie od wygenerowania splatanej pary EPR (dwie pierwsze bramki,
dzialajace na kubitach b i ¢) i rozestania jej do obydwu stron. Strona wysy-
tajaca wykonuje nastepnie operacje na posiadanym kubicie a oraz na kubicie
b, nalezacym do splatanej pary.

Zasymulowanie pracy calego obwodu moze by¢ wykonane w nastepujacy
Sposob:

input = psi **x ketO *x ketO
qreg = alice(input)

cbits = qreg.measure(1l, 2)
output = bob(qreg)

= W N -

Przerywana pionowa linia na rysunku 5.4 oznacza etap obliczen, w ktérym
wykonywana jest operacja pomiaru stanu dwoch kubitéow (a, b). Wynik tego
pomiaru (para bitéw) jest przesylany do strony odbierajacej (Bob), gdzie
jest on podawany (,reinject”) na a i b (kubit ¢ nalezy nadal do wygenerowa-
nej na poczatku splatanej pary). Po wykonaniu obliczen, opisywanych przez
obwoOd po prawej stronie przerywanej linii, na wyjsciu z strona odbierajaca
otrzymuje poczatkowo przesytany stan psi.

Nalezy zauwazy¢, ze za pomoca teleportacji kwantowej przestanie jedynie
dwoch klasycznych bitow informacji powoduje przestanie pelnego opisu stanu
a|0) + B|1).

Potencjalna mozliwos¢ teleportacji uktadéw wiekszych niz pojedyncze
czastki prowadzi do bardzo interesujagcych rozwazan i wnioskow. Zgodnie
z zasadg nieoznaczonosci Heisenberga nigdy nie bedzie mozliwe doktadne
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zapisanie wiernej kopii stanu materii np. w ludzkim moézgu. Jest to kontrar-
gumentem dla koncepcji determinizmu we wszech$wiecie oraz argumentem
na istnienie wolnej woli. Moze by¢ to pewna przestanka, Swiadczaca o tym,
ze zjawiska kwantowe sg nieodzowne do zrozumienia dziatania mozgow istot
inteligentnych i posiadanych przez nich wtasnosci takich jak $wiadomosé. Za
taka koncepcja opowiada si¢ cze$¢ swiata naukowego [Pen89]. Teleportacja
kwantowa pozwala na przesytanie wiernego stanu uktadu kwantowego bez je-
go rejestrowania — poprzez przestanie informacji klasycznej oraz wykorzysta-
nie kanatu kwantowego. Pierwotny obiekt, ktory podlega teleportacji, ulega
przy tym bezpowrotnemu zniszczeniu i zostaje wiernie odtworzony w miejscu
docelowym.

5.3 Kodowanie supergeste

Kodowanie supergeste pozwala na przestanie dwoch klasycznych bitéw (jed-
na z czterech wartosci: 00, 01, 10, 11) w pojedynczej jednostce informacji
kwantowej, czyli za pomoca pojedynczego kubitu. Jest to zatem dziatanie
komplementarne w stosunku do protokotu teleportacji kwantowej.

Jaka unikalna wtasno$é¢ posiada kodowanie supergeste? Rezultatem ope-
racji pomiaru stanu dowolnego dwupoziomowego uktadu kwantowego (ku-
bitu) moze byé¢ jedna sposréd dwéch wartosci (np. pozioma lub pionowa
polaryzacja fotonu). Pomimo tego, przesylajac tylko jeden kubit, mozna za-
kodowa¢ a nastepnie odczytac jedng sposrod czterech wartosci. Podobnie jak
w przypadku teleportacji kwantowej, wykorzystywane sa nielokalne efekty
mechaniki kwantowej oraz kwantowy kanat komunikacji w postaci splatanej

pary EPR:

V2
2
Przyjmijmy, ze b; i by to odpowiednio pierwszy i drugi klasyczny bit in-

formacji, ktéra ma zosta¢ przestana. Kodowanie supergeste wykonywane jest
wedtug nastepujacego algorytmu:

|@7) = =5~ (100) +[11))

1. wygenerowanie splatanej pary EPR w postaci |[®T) i ,rozestanie jej”
(po jednym kubicie) do komunikujacych sie stron

2. Jedli bit by = 1, operacja obrotu amplitudy o 7 na kubicie znajdujacym
sie po stronie wysytajacej

3. Jesli bit by = 1, operacja negacji (Not) na kubicie znajdujacym si¢ po
stronie wysytajacej
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4. przestanie kubitu do miejsca docelowego — w tym momencie obydwa
kubity znajduja sie u strony odbierajacej

5. dziatanie bramka opisang przez ponizsza macierz B na cala pare kubi-

tow
2000 ¢
B:‘ég \é(i)é(i)—‘ég (5.2)
0 -2 ¥

Za pomoca biblioteki qclib powyzszy protokét kodowania supergestego
moze zostaé¢ zapisany w nastepujacy krotki sposob:

1 |# Generate entangled EPR pair

2 |qregiter = epr ()

3

4 bl =

5 |b2 =

6

7 |# Perform coding operations on Alice qubit
8§ |if bl:

9 gregiter = (PhaseShift(pi) ** I)(qregiter)
10

11 |if b2:

12 qregiter = (Not () #** I)(qregiter)
13

14 |B = Arbitrary ([

15 [s2, 0, 0, s2],

16 [ 0, s2, s2, 0],

17 [s2, 0o, 0, -s2],

18 [ 0, -s2, s2 , 0],

19 D

20

21 |print B(qregiter).dirac ()

W powyzszym kodzie najpierw tworzony jest dwukubitowy rejestr kwan-
towy qregister, ktorego stan odpowiada splatanej parze EPR. Zmienne b1
i b2 przechowuja bity informacji, ktére maja podlega¢ kodowaniu. Nastep-
nie wykonywane sa warunkowe operacje na pierwszym kubicie nalezacym do
splatanej pary (linie 8-12). W linii 14 zdefiniowana zostaje macierz B od-
powiadajaca wprowadzonej wczesniej macierzy (5.2). s2 to predefiniowana

V2

w bibliotece stata réwna %=. Ostatecznie (linia 21) para kubitéw przetwa-
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rzana jest przez bramke opisywana przez macierz B oraz wypisywany jest
koncowy stan rejestru kwantowego w notacji Diraca.

W rezultacie wykonania powyzszego przyktadu (wartosci bl=1 i b2=1)
bedzie wypisanie przez program tancucha: |11>

Ten stan bazowy odpowiada parze bitéw (b1, b2), ktére podlegaty w tym
przyktadzie kodowaniu.

5.4 Algorytm Grovera

Algorytm Grovera jest jednym z pierwszych, bardzo praktycznych zastoso-
wan mozliwosci obliczen kwantowych, ktére mogltyby by¢ realizowane przez
komputer kwantowy. Takie mozliwosci pozwolityby zoptymalizowaé przeszu-
kiwanie duzych zbiorow danych i mogtyby zrewolucjonizowaé¢ dziedzine pro-
jektowania baz danych [Gro96].

Algorytm Grovera stuzy do rozwigzywania problemu o nastepujacych za-
tozeniach. Przeszukiwany jest pewien N-elementowy zbiér, w ktérym doktad-
nie jeden obiekt posiada poszukiwana ceche. Elementy w tym zbiorze nie sa
w zaden sposéb uporzadkowane.

Najlepszy klasyczny ( trywialny”) algorytm, znajdujacy poszukiwany ele-
ment, moze mie¢ przy takich zalozeniach ztozonos$¢ obliczeniowa O(N), po-
niewaz w najgorszym przypadku musi ,sprawdzi¢” N—1 elementow, a w $red-
nich przypadku % elementow. Rozmiarem zadania jest ilos¢ elementéw w zbio-
rze. Taki algorytm musi wykona¢ w najgorszym przypadku sprawdzenie kaz-
dego elementu.

Zaproponowany w roku 1996 algorytm Grovera realizuje to zadanie ze zto-
zono$cia O(v/N). Algorytm nalezy to klasy ztozonoéci BQP (ang. bounded-
error, quantum, polynomial®). Wykorzystywany jest rejestr kwantowy, w kto-
rym przetwarzana jest jednoczesna superpozycja wszystkich rozwigzan, a al-
gorytm wykonuje iteracyjne ,wzmacnianie amplitudy prawdopodobienstwa”
(ang. amplitude amplification) poszukiwanego rozwiazania.

Wymiar przestrzeni standéw uzywanego rejestru kwantowego okreslony
jest przez rozmiar N przeszukiwanego zbioru®. Kazdemu elementowi zbio-
ru odpowiada jeden wektor bazy przestrzeni stanéw rejestru: [0), [1), ...
|N — 1). Poczatkowy stan rejestru ustawiany jest na ,réwnomierna superpo-
zycje” wszystkich mozliwych rozwigzan. Taki stan poczatkowy bedzie dalej
oznaczany jako |¢g):

2ograniczone prawdopodobienstwo bledu w czasie wielomianowym
3zaklada sie, ze jedli rozmiar zbioru nie jest potega liczby 2, to zbiér jest uzupelniany
dodatkowymi elementami, nieposiadajacymi poszukiwanej cechy
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1 N-1

|0) = TN kg} k) (5-3)

W kolejnych iteracjach algorytmu wykonywane sg cyklicznie dwie ,,pro-
cedury kwantowe”, reprezentowane dalej przez operatory A i B.

Operator A pelni role ,procedury kwantowej”, sprawdzajacej — jedno-
czesnie — wszystkie elementy i zmieniajacej znak amplitudy poszukiwanego
elementu. Operator B powoduje obrét* amplitud wokét $redniej arytmetycz-
nej wszystkich amplitud. Niech |wg) oznacza odtad wektor bazowy zwiazany
z poszukiwanym elementem zbioru.

Operatory A i B dane sa za pomocg wyrazen:

A =1 — 2|wp) (wol (5.4)

B = 2[¢o){¢o| — 1 (5:5)

Poczatkowy stan rejestru kwantowego ustalany jest na warto$¢ bedaca
,sownomierng superpozycja” wszystkich mozliwych rozwigzan, czyli na su-
perpozycje |¢g) wszystkich stanéw z rownymi amplitudami.

Algorytm polega na cyklicznym wykonywaniu — odpowiednig liczbe ra-
zy — przeksztalcenia:

|Pns1) = BA|¢n) (5.6)

Po wykonaniu odpowiedniej liczby iteracji, uzyskiwane jest maksymal-
ne prawdopodobienstwo otrzymania w wyniku pomiaru stanu rejestru stanu
lwo), zwiazanego z poszukiwanym elementem.

Geometryczna interpretacja tego algorytmu, pokazujace dziatanie opera-
torow A I B, zostala przedstawiona na rysunku 5.5 na stronie 72. Rysu-
nek 5.5(a) pokazuje poczatkowa réwnomierna superpozycje, kolejne rysunki
przedstawiaja operacje zmieniajace znak amplitudy, zwiazanej z poszukiwa-
nym elementem, oraz obracajace wartosci wszystkich amplitud wokot warto-
Sci sredniej. Po zmaksymalizowaniu prawdopodobienstwa otrzymania stanu,
zwigzanego z poszukiwanym elementem, wykonywana jest ostatecznie ope-
racja pomiaru (rys. 5.5(j)).

Optymalna liczba iteracji k okreslona jest za pomoca wyrazenia:

4obrét liczby o wokét r jest tu rozumiany jako funkcja f(z,r) =1+ (r — )

67



5. ALGORYTMY KWANTOWE

Prawdopodobienistwo znalezienia poszukiwanego elementu przy przeszu-
kiwaniu N-elementowego zbioru jest wowczas wieksze od 1 — % (Dowdd tego
znajduje si¢ m.in. w [GKO03]).

Dziatanie operatora A na dowolny stan bazowy |w) moze zostaé przedsta-
wione w nastepujacy sposob:

Alw) = (I = 2Jwo){wol) - [w)
B 1 gdy w=wy
= |w>—2|w0>'{0 ady w % wp

_ —|w) gdy w=wy
W) gdy w # wo

Jak wida¢ z wyrazenia (5.8), operator A zmienia tylko amplitude praw-
dopodobienstwa stanu |wy), zwiazanego z poszukiwanym elementem zbioru.
Znak amplitudy tego stanu zamieniany jest na przeciwny.

Dzialtanie operatora B na dowolny stan |¢) moze by¢ natomiast przedsta-
wione w nastepujacy sposob:

(5.8)

Blo) — B(]vzlaww)):E%mm:Ni%(2N|¢0>_|w>>

9 N-1 1 N—-1 N-1
= \/N;:Oaw<ml§)|k‘>> wz;;awku)
:2§§%§W‘§W”
_ i;m—aQW%::Jw+m—aQM® (5.9)

gdzie o, to amplituda prawdopodobienstwa zwiazana ze stanem bazowym
lw), a a to Srednia arytmetyczna wszystkich amplitud.

Patrzac na poczatek i koniec wyrazenia (5.9), mozna stwierdzi¢, ze ope-
rator B przetwarza dowolny stan |¢), wykonujac obrét kazdej z amplitud
(wspbhrzednych w bazie standardowej) wokét §redniej wartosci amplitud.

Za pomoca biblioteki qclib powyzszy algorytm moze zosta¢ zaimplemen-
towany w nastepujacy sposéb (oméwienie kodu znajduje sie pod listingiem):
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1 |N =2 *xx 3

2

3 |# index of the searched element

4 |n =N -3

)

6 |steps = int(floor(math.pi * 1.0/(math.asin(sqrt(1.0 / N)
)) / 4))

7

8 |print ’Total numer of steps: ’ + str(steps)

9 |print

10

11 | # identity gate
12 |I = Identity(3)
13
14 |wO0 = Ket(n,3)
15
16 |# initial state of quantum register
17 |phi0 = QRegister ([ones(N) / sqrt(N)1)
18
19 |# computation gates

20 |A = I - 2 % wO.outer (w0)

21 |[B = 2 x phiO.outer (phi0) - I

22

23 |phi = phiO

24 |step = O

25

26 |while step <= steps:

27 print °’Step number: ’ + str(step)

28 print °--—7---"-"""-"-"--- ?

29 print ’Probability of search success: 7,
30 print ’%0.4f’ % abs(float(phi.matrix[n]))**2
31 print

32 if step < steps:

33 phi = B(A(phi))

34 step += 1

35

36 |print ’Final quantum register |phi> state:
37 |print phi

38 |print

39
40 |print ’Probability of search success: ’,

41 |print ’%0.4f° % abs(float(phi.matrix[n]))*x*2
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42 |print

43

44 |print ’Correct element: ’, n

45 |print ’State after measurement: ’, phi.measure().dirac(
binary = False)

Na powyzszym listingu najpierw definiowany jest rozmiar przeszukiwa-
nego zbioru N = 23 = 8 oraz indeks n elementu, ktéry posiada poszukiwanag
ceche (ten element zbioru bedzie wyszukiwany). Nastepnie obliczana jest pra-
widlowa liczba iteracji steps (ze wzoru (5.7)), dla zadanego rozmiaru zbioru
N. Rejestr kwantowy phi0, zdefiniowany w linii 17 to poczatkowa, réwno-
mierna superpozycja wszystkich mozliwych rozwiazan. W liniach 20 i 21 sg
natomiast zdefiniowane operatory A i B, zgodnie z wyrazeniami (5.4) i (5.5).
W linii 26 znajduje sie gtéwna petla, wykonujaca odpowiednig liczbe itera-
¢ji algorytmu Grovera. W jej kazdym przebiegu wyswietlane jest aktualne
prawdopodobienstwo znalezienia szukanego elementu zbioru (linia 30) oraz
wykonywane sg dwie ,operacje kwantowe” A i B na aktualnym stanie re-
jestru kwantowego (linia 33). Po opuszczeniu petli wyswietlany jest biezacy
stan rejestru oraz podawane jest prawdopodobienstwo znalezienia poszukiwa-
nego elementu. W linii 45 wykonywany jest ostatecznie pomiar stanu rejestru
phi (metoda measure()) oraz wyswietlany jest wynik w notacji Diraca.

Wykonanie powyzszego programu (dla parametréow N = 8 i n = 5) spo-
woduje otrzymanie nastepujacego rezultatu:

Step number: 0

Probability of search success: 0.1250

Step number: 1

Probability of search success: 0.7812

Step number: 2

Probability of search success: 0.9453

Final quantum register |phi> state:
[[-0.08838835]

[-0.08838835]

[-0.08838835]

[-0.08838835]

[-0.08838835]
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[ 0.97227182]
[-0.08838835]
[-0.08838835]]
Probability of search success: 0.9453

Correct element: 5
State after measurement: |[5>

Jak mozna zauwazy¢, kwantowy algorytm Grovera dziala w zupetnie inny
sposob niz klasyczne algorytmy. Klasyczny algorytm przeszukiwania wyko-
rzystywalby kolejne iteracje do eksploracji (sprawdzania) kolejnych obsza-
row” przestrzeni rozwazan. Algorytm kwantowy przetwarza natomiast calg
przestrzen (superpozycje rozwiazan, znajdujaca sie w rejestrze kwantowym)
jednoczesnie w pojedynczym kroku, a kolejne iteracje stuza do zwiekszania
prawdopodobienstwa otrzymania wtasciwego rozwigzania.

Rysunek 5.6 na stronie 74 przedstawia wykres prawdopodobienstwa suk-
cesu (znalezienia wlasciwego elementu) w kolejnych iteracjach algorytmu.
7 wykresu mozna odczytacd, ze przy przeszukiwaniu oSmioelementowego zbio-
ru potrzebne sg dwie iteracje algorytmu, aby osiggnaé¢ pierwsze optymalne
prawdopodobienstwo odnalezienia szukanego elementu.

Rysunek 5.7 na stronie 74 przedstawia natomiast wykresy prawdopodo-
bienstw przy przeszukiwaniu o$mio-, szesnasto- i trzydziestodwuelementowe-
go zbioru. Z tych wykreséw mozna odczytac, ze przeszukiwanie czterokrot-
nie wigkszego zbioru wymaga jedynie dwukrotnie wigkszej liczby operacji
— algorytm posiada ztozonos¢ O(\/N ). Scisty dowdd matematyczny takiej
ztozonosci mozna znalezé¢ w [GEKO03].
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Rysunek 5.5: Kolejne etapy algorytmu Grovera
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Rysunek 5.5: Kolejne etapy algorytmu Grovera
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Pisteps)

steps

Rysunek 5.6: Wykres prawdopodobienstwa sukcesu w kolejnych iteracjach

P(steps)

L
1 2 3
steps

Rysunek 5.7: Wykresy prawdopodobienstw dla przeszukiwania 8-, 16- i 32-
elementowego zbioru
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Podsumowanie rozdziatu

W rozdziale zostalty opisane cztery podstawowe algorytmy kwantowe: genero-
wanie stanéw splatanych, teleportacja kwantowa, kodowanie supergeste oraz
algorytm Grovera. W kazdej z tych sekcji moglty pojawié¢ sie¢ watpliwosci,
w jaki sposob mozna byltoby ustali¢, ze wlasnie tak maja wygladaé¢ rézne
aspekty obliczen, by ostatecznie realizowane byty pozadane operacje. W jaki
sposOb mozna byloby ponownie zaprojektowaé te algorytmy?

Zmnalezienie obwodu kwantowego, ktory realizuje okreslong operacje jest
zadaniem trudnym. W przypadku generowania stanéw splatanych i proto-
kotu teleportacji kwantowej zostaly przedstawione gotowe schematy takich
obwoddéw. Znalezienie odpowiedniej macierzy unitarnej, takiej jak macierz 5.2
w kodowaniu supergestym, réwniez jest wymagajacym zadaniem. Podobnie
jest w przypadku znajdowania operatoréow 5.4 i 5.5, uzywanych w algorytmie
Grovera.

We wszystkich powyzszych aspektach projektowania obliczen kwanto-
wych mozna postuzy¢ sie metodami ewolucyjnymi sztucznej inteligencji, co
zostanie przedstawione w kolejnym rozdziale.
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Rozdzial 6

Metody ewolucyjne i obliczenia
kwantowe

»The theories of quantum computation suggest that every physical
object, even the universe, is in some sense a quantum computer.
If this is the case, then according to Turing’s work which says
that all computers are functionally equivalent, computers should
be able to model every physical process. Ultimately this suggests
that computers will be capable of simulating conscious rational
thought. These theories provoke a minefield of philosophical deba-
te, but maybe the quantum computer will be the key to achieving

true artificial intelligence.” ‘
Simon Bone

Projektowanie algorytmoéw kwantowych i programowanie przysztych kom-
puteréw kwantowych sg wymagajacymi zadaniami z powodu kilku istotnych
trudnosci. Nieintuicyjne efekty mechaniki kwantowej (w szczegdlnosci kwan-
towy paralelizm i interferencja amplitud) powoduja, ze wiele aspektéw pro-
cesu obliczeniowego jest trudnych do ,juchwycenia” przez ludzki umyst. Jak
dotad odkryto jedynie okoto kilkunastu istotnych algorytmow kwantowych.
Najwazniejsze — i jednocze$nie najprostsze — z nich zostaly zaprezentowane
w poprzednich czedciach pracy.

Od pewnego czasu w wielu osrodkach naukowych trwaja prace nad sys-
temami hybrydowymi, wykorzystujacymi metody sztucznej inteligencji oraz
mozliwoéci informatyki kwantowej [GPT04]. W szczegblnosci podejmowane
sg proby wykorzystania metod ewolucyjnych sztucznej inteligencji jako na-
rzedzia stuzacego do projektowania réznych aspektéow obliczen kwantowych
[FTGO3, Y100, SBBS99b]. Osiagnieto w ten sposob wiele obiecujacych rezul-
tatow. Systemy hybrydowe tego typu zostana przedstawione w niniejszym
rozdziale.
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W publikacji [GPT04] zostaly wyodrebnione nastepujace aspekty infor-
matyki kwantowej, w ktérych uzycie metod ewolucyjnych sztucznej inteligen-
¢ji moze petni¢ wazng role:

1. Znajdowanie bramek kwantowych (operatoréw unitarnych) za pomoca
metod ewolucyjnych

2. Projektowanie catych obwodéw kwantowych — a zatem caltych algo-
rytméw kwantowych — za pomocg metod ewolucyjnych

3. Rozwd6j metod ewolucyjnych sztucznej inteligencji, ktére czerpatyby
z mozliwodci oferowanych przez informatyke kwantows. Przykladem
mogtby by¢ chromosom, w ktérym na kazdym locusie znajdowataby si¢
jednoczesna superpozycja wszystkich mozliwych wartosci genu. Kom-
puter kwantowy mogtby przeszukiwaé¢ w sposdb wspotbiezny caty prze-
strzen rozwigzan, przetwarzajac taki chromosom zgodnie z ewolucja
unitarng uktadu kwantowego.

W dalszej czesci beda rozwazane systemy hybrydowe pierwszego i drugiego
rodzaju z powyzszej listy.

W niniejszym rozdziale zostang najpierw przedstawione ogoélne informa-
cje o podstawowych metodach ewolucyjnych, a nastepnie zostana zaprezen-
towane mozliwosci wykorzystania tych metod w kontekscie obliczen kwan-
towych. Niektore podejécia zostang zilustrowane eksperymentami numerycz-
nymi. W celu wykonania eksperymentéw zaimplementowano te algorytmy
w jezyku Python, oraz poshuzono si¢ biblioteka obliczen kwantowych qclib,
zaprezentowana w poprzedniej czedci pracy.

Obliczenia ewolucyjne

Sztuczna inteligencja, metody ewolucyjne moga wspomagadé cztowieka w roz-
wigzywaniu ztozonych probleméw — np. projektowaniu ztozonych konstrukeji,
podlegajacych nieintuicyjnym zasadom dziatania (,,Computer programs that
“evolve” in ways that resemble natural selection can solve complex problems
even their creators do not fully understand” — John H. Holland). Zagadnie-
nia z zakresu algorytmiki kwantowej naleza do grupy problemoéow tego typu.

Niezaleznie od rodzaju zadania, rozwigzywanego przez algorytm gene-
tyczny, oraz od wybranego wariantu algorytmu, niezbedne jest ustalenie na-
stepujacych elementow:

1. Spos6b reprezentacji rozwigzan, ktore beda automatycznie projek-
towane i optymalizowane. Wybrana struktura musi by¢ tatwa w prze-
twarzaniu przez algorytmy genetyczne.
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2. Metoda generowania losowej populacji rozwiazan

3. Dziatanie operatoréw genetycznych, odpowiednie dla przyjetej re-
prezentacji rozwiazan.

4. Mozliwos¢ zamiany reprezentacji genotypu osobniczego na konkretne
rozwiazanie z przestrzeni rozwazan (odwzorowanie genotyp — fe-
notyp) — czyli przechodzenie z przestrzeni genotypéw (cigg binarny,
graf) do przestrzeni fenotypéw (obwdd kwantowy, macierz).

5. Sposéb oceny jakosci rozwiagzania tzn. funkcja przystosowania, ktora
kazdemu mozliwemu osobnikowi (np. projektowi obwodu kwantowe-
go) przypisuje liczbe rzeczywista okreslajaca jako$¢ rozwiazania. Taka
ocena okresla w jakim stopniu osobnik spelnia wymagane przez nas
kryterium lub kryteria.

Wiasciwy wybodr reprezentacji rozwigzan jest wazny z punktu widzenia
tzw. linkage problem — dotyczy to wyboru takiej reprezentacji rozwigzan, by
byta mozliwos¢ ,zbudowania” optymalnego rozwigzania z elementow sktado-
wych (blokéw budujacych) rozwiazan ponadprzecietnie dobrych, dobrze ro-
kujacych. Oprécz reprezentacji rozwigzania wazne jest réwniez ,wiasciwe”
dziatania operatoréw: rekombinacji i mutacji. Reprezentacja osobnikéw po-
winna zapewnia¢, ze krosowanie genotypoéw dobrych osobnikow powoduje
propagowanie si¢ wysoko ocenianych rozwigzan w przysztych pokoleniach.
Podobnie z operatorem mutacji: w Srodowisku naturalnym wystepuje ona
niezwykle rzadko, a ponadto niewielkie zmiany w kodzie genetycznym po-
woduja niewielkie zmiany w przestrzeni fenotypéw (np. zmiany dotyczace
tylko jednej cechy). Dziatanie takiego operatora powinno mie¢ charakter sta-
bilny. Bez tych dwoch elementéw algorytm wykonywaltby po prostu losowe
przeszukiwanie przestrzeni rozwazan, bez wykorzystywania mechanizmoéow se-
lekcji naturalnej i adaptacji'.

6.1 Algorytmy genetyczne

Algorytm genetyczny to probabilistyczny algorytm przeszukiwania przestrze-
ni rozwiazan, wykorzystujacy zjawiska obserwowane w ewolucji biologicznej,
selekcje naturalna oraz adaptacje. Klasyczna wersja algorytmu genetyczne-
go (ang. simple genetic algorithm) powstata w latach 1970, a za autora tej
metody uznaje sie Johna Hollanda [Hol75].

! Jedna z mozliwoéci rozwiazania problemu linkage problem sa tzw. nieporzgdne algo-
rytmy genetyczne (ang. messy genetic algorithms)
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Dziatanie algorytmu genetycznego oparte jest na zasadzie doboru natu-
ralnego oraz mozliwosci przekazywania gendéw przez osobniki najlepiej dopa-
sowane do warunkow srodowiska.

Algorytm genetyczny polega na iteracyjnym przetwarzaniu populacji roz-
wigzan, za pomocg operatorow genetycznych: selekcji, mutacji oraz rekom-
binacji. Powszechnie uzywane metody selekcji w algorytmach genetycznych
to selekcja turniejowa, rankingowa oraz selekcja na zasadzie kota ruletki
(wszystkie te metody sa metodami probabilistycznymi).

Klasyczny algorytm genetyczny (ang. simple genetic algorithm) wykorzy-
stuje kodowanie binarne oraz przebiega wg nastepujacych etapow:

1. Generacja losowej populacji poczatkowe;j

2. Obliczenie wartosci funkcji przystosowania chromosoméw w popu-
lacji

3. Selekcja chromosoméw przeznaczonych do reprodukeji
4. Tworzenie operatorami mutacji i krzyzowania nowej populacji

5. Jedli nie zachodzi warunek stopu (w populacji nie istnieje satysfak-
cjonujace rozwiazanie), nastepuje powrét do etapu 2)

W klasycznych algorytmach genetycznych przyjmuje sie nastepujace za-
tozenia:

Genotypy osobnicze stanowia chromosomy w postaci binarnych ciggdw.

Stata licznos$¢ populacji.

Stata dtugosé chromosomu.

e Mutacja i krzyzowanie jednopunktowe.

Dtugos¢ chromosomu jest uzalezniona od oczekiwanej doktadnosci, tzn.
ilodci miejsc znaczacych dla kazdej zmiennej.

Jesli zmienna p € NT (precyzja) okresla liczbe oczekiwanych cyfr zna-
czacych, a dziedzina argumentu jest (Tpin; Tmaz) C R, to dlugoscia ciagu
binarnego, ktéry reprezentuje wartos¢ tej zmiennej w chromosomie, powinna
by¢ najmniejsza liczba catkowita m, spetniajaca nierownosé:

(Timaz — Tmin) - 10P < 2™ =1 (6.1)

7, powyzszej nieréwnosci mozna wyznaczy¢ wlasciwg dla pozadanej doktad-
nosci dtugos¢ ciagu binarnego w chromosomie:

m = [logy ((Tmaz — Tmin) - 107 + 1)] (6.2)
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6.2 Programowanie genetyczne

Programowanie genetyczne to rodzaj obliczen ewolucyjnych, w ktorych prze-
twarzane populacje osobnikéw reprezentowane sg w postaci drzew. Taka re-
prezentacja pozwala na automatyczne generowanie rozwigzan problemow, na
podstawie ich wysokopoziomowych opisow.

Drzewa, jako struktury danych, pozwalaja w bardzo dobry sposéb repre-
zentowac niektére rodzaje danych — np. wyrazenia matematyczne, formuty
rachunku predykatéw lub kody programoéw. Do takich zastosowan czesto uzy-
wana jest struktura abstrakcyjnego drzewa sktadniowego (ang. Abstract Syn-
tax Tree). Przyktadowe drzewo, przedstawiajace problem z innej dziedziny
(zdanie w rachunku predykatéw), ktére jest dobra struktura dla algorytmu
programowania genetycznego, przedstawione jest na rysunku 6.1.

Rysunek 6.1: Za pomoca drzew mozna tatwo reprezentowac problemy z nie-
ktorych dziedzin oraz optymalizowac je za pomoca programo-
wania genetycznego

Rysunek 6.2: Krosowaniu w programowaniu genetycznym odpowiada wy-
miana losowych gatezi w drzewach
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Algorytm programowania genetycznego przebiega w nieco inny sposob
niz w przypadku algorytméw genetycznych. W algorytmach genetycznych
operatory genetyczne mogty by¢ stosowane juz po etapie selekcji, na catej
grupie osobnikéw, ktore przeszty do reprodukcji.

Natomiast w programowaniu genetycznym reprodukcja (przenoszenie osob-
nikéw do kolejnych generacji) jest niezaleznym operatorem. Wybér tego ope-
ratora powoduje bezposrednie przeniesienie osobnika do kolejnej generacji,
bez poddawania go innym przeksztatlceniom. Wykonywanie rekombinacji na
populacji otrzymanej w wyniku reprodukcji powodowatoby czesta utrate do-
brego materiatu genetycznego, poniewaz w przypadku programowania ge-
netycznego niewielkie zmiany struktur genotypéw (drzew) wplywaja czesto
w bardzo duzej mierze na wartos¢ przystosowania.

W przypadku programowania genetycznego nie jest zdefiniowane pojecie
schematu, nie obowigzuje zatem twierdzenie Hollanda ani hipoteza blokdow
budujacych. Pomimo tego, programowanie genetyczne i reprezentacja rozwia-
zan w postaci drzew dobrze sprawdzaja sie w automatycznym rozwigzywaniu
probleméw z réznych dziedzin.
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6.3 Znajdowanie operatoréw unitarnych

Podstawowym elementem obwodéw kwantowych, opisujacych algorytmy kwan-
towe, sa kwantowe bramki logiczne, definiowane za pomoca macierzy unitar-
nych. Kazda bramka opisuje operacje¢, wykonywana na rejestrze kwantowym
lub na czesci nalezacych do niego kubitow. Macierze bramek kwantowych
muszg oczywiscie spetnia¢ zaleznos¢:

UU=UU =1

Przypusémy, ze istnieje pewien nieznany operator F' : H, — H,, oraz jest
dany zbior par (Ciadg UCZ@CY) S = {(‘SL‘1>, |y1>)7 <‘$2>, |y2>)7 R (’:Em>, ’ym>)}7
co do ktérego wiadomo, ze Flz;) = |y;) dla kazdej pary z S.

Celem jest znalezienie takiego operatora unitarnego GG, ktéry dobrze aprok-
symuge F' dla zadanego zbioru par punktow. Nalezy zatem znalezé takag ma-
cierz unitarna U, ze U - |x;) =~ |y;) dla kazdej pary z S.

Dla uproszczenia notacji, przyjmijmy dalej, ze X 1 Y beda oznaczalty ma-
cierze rozmiaru n X m. Kolumny macierzy X i Y tworza odpowiednio wektory
kolejnych par ze zbioru S, tzn. X = [x1|za] ... |xn], Y = [v1]yz| .. . |ym]. Zada-
nie polega zatem na znalezieniu takiej macierzy unitarnej U, ktéra najlepiej

spetnia warunek:
UX=~Y (6.3)

Deterministyczny algorytm rozwigzywania takiego problemu, znajdowa-
nia macierzy unitarnych zostal zaproponowany w [Ven00]. Zaprezentowany
tam, iteracyjny algorytm, wykorzystujacy metode najszybszego spadku, po-
siada jednak kilka wad (nie gwarantuje zbieznosci ani otrzymania macierzy
unitarnej). Uzycie algorytméw genetycznych jest jedna z metod rozwiazania
tego problemu [FTGO03], co zostanie zaprezentowane w dalszej czesci.

Projektowanie bramek kwantowych mozna zatem rozwazaé jako problem
minimalizacji pewnej funkeji btedu €(U). Przyjmijmy, zZe:

1
(V) = SlIUX Y3 (6.4
gdzie ||-]|% oznacza podniesiona do kwadratu norme Frobeniusa macierzy:

AR = Y2 layf? (6.5)

Zaleta uzycia normy Frobeniusa jest to, ze moze by¢ ona tatwo obliczana
przy pomocy $ladu (1.15) macierzy:

|Al: = tr(A AT) (6.6)
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Dekompozycja macierzy unitarnych

7 punktu widzenia znajdowania macierzy unitarnych za pomoca algoryt-
mow genetycznych wazna jest mozliwosé dekompozycji macierzy bramek
kwantowych. Dowolna jednokubitowa bramka kwantowa Usys € C?*2? mo-
ze by¢ wyrazona przy uzyciu czterech parametrow rzeczywistych ¢, 0,1, a €
(—m;m) C R jako iloczyn macierzy:

s | et | P A

Macierze unitarne wickszych rozmiaré6w mozna natomiast dekomponowac
wedlug nastepujacych regut (dowdd i przyktady dekompozycji znajduja sie
w [NCO00)).

1. Dowolna macierz unitarna U, «,, moze by¢ zdekomponowana na iloczyn
1 . . . . . . . ..

(g) = % macierzy unitarnych, takich ze w kazdej co najwyzej dwa

wiersze sa nietrywialne tzn. inne niz w macierzy I (ang. two-level uni-

tary matriz).

2. Macierze takie jak w poprzednim punkcie (two-level unitary matriz)
moga by¢ zdekomponowane na iloczyn macierzy bramek CNOT i bra-
mek dziatajacych na pojedynczym kubicie (Usys).

3. Dowolna jednokubitowa bramka Us«s moze by¢ przyblizona z dowolng
doktadnoscia za pomoca uniwersalnego zestawu bramek np.: {H, S, CNot, 7 /8}.
Inne uniwersalne zbiory bramek kwantowych zostaly przedstawione
w podrozdziale 2.2 na stronie 34.

Polgczenie trzech powyzsze punktéw, prowadzi do wniosku, ze dowol-
ng bramke kwantowsg mozna przedstawi¢ doktadnie za pomoca pewnej licz-
by bramek CNot oraz bramek dziatajacych na pojedynczym kubicie. Kazda
bramke kwantowg mozna takze przyblizy¢ z dowolng doktadnoscig za pomoca
uniwersalnego zbioru bramek kwantowych.

Generowanie losowych macierzy unitarnych

Poczatkowym etapem algorytmu genetycznego, ktérego zadaniem bedzie znaj-
dowanie optymalnej bramki kwantowej, jest wygenerowanie losowej populacji
macierzy unitarnych okreslonych rozmiarow.

Procedura, generujaca losowe macierze unitarne, powinna zwracaé z ta-
kim samym prawdopodobienstwem macierze z réznych obszaréw rozwazanej
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przestrzeni — poniewaz takie losowe macierze stanowic¢ beda poczatkows pu-
le materiatu genetycznego i zalezy od nich skutecznos¢ dziatania algorytmow
genetycznych.

W niniejszej pracy do losowego generowania takich macierzy zostanie wy-
korzystana jedna z metod zaproponowana w publikacji [Mez06].

Zaczerpnigta z [Mez06] procedura generowania losowej macierzy unitarnej
wykorzystuje rozktad QR macierzy, wg nastepujacego algorytmu (funkcja
wykorzystuje biblioteke Numerical Python):

1 |def random_unitary_matrix(n, real = False):

2 if not real:

3 z = (random.randn(n,n) + 1j * random.randn(n,n))
/ sqrt (2.0)

4 else

5 z = (random.randn(n,n)) / sqrt(2.0)

6 q,r = linalg.qr(z)

7 d = diagonal(r)

8 ph = d / absolute(d)

9 q = multiply(q, ph, q)

10 return matrix(q)

W stosunku do procedury przedstawionej w [Mez06], w powyzszej funkeji
zostata dodana mozliwos¢ generowania macierzy o elementach wylacznie rze-
czywistych. Dzieje si¢ tak w przypadku wywotania random_unitary_matrix
z argumentem real, przyjmujacym wartos¢ logiczng true. Argument ten do-
my$lnie posiada warto$é¢ false.

Przyktadowe, zupelnie losowe macierze rozmiaru 3 x 3, o wtasciwym roz-
ktadzie, otrzymane w ten sposéb to:

.08907709+0.13082j

0.77156723+0.17318]

[-0
[-0.32757076-0.21801j -0.14797343-0.57527]
[-0.62753491+0.65292j 0.12950222-0.07129j

.04164491 0.80883509 0.58655903]

(-0
[-0.54004129 -0.51214486 0.66787951]
[ 0.84060758 -0.28895231 0.45813258]]
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Eksperyment 1: SGA, macierz 2 X 2

W pierwszym, najprostszym eksperymencie zostanie zaprezentowane znale-
zienie macierzy unitarnej 2 X 2 za pomocg prostego algorytmu genetyczne-
go. Zostanie w tym celu wykorzystany rozktad macierzy Usyo, pozwalaja-
cy wyrazi¢ ja za pomocg czterech parametréw rzeczywistych. Taka metoda
ma ograniczony zakres zastosowarn, jest specyficzna dla macierzy unitarnych
rozmiaru 2 X 2, jednak wyniki tego eksperymentu postuza do lepszej oce-
ny pézniejszych, bardziej wyszukanych podejs¢. Macierze unitarne rozmiaru
2 x 2 pehig takze szczegdlng role, poniewaz mozna postuzy¢ sie nimi do
dekompozycji macierzy unitarnych dowolnych rozmiarow.

W tym podejsciu zastosowano reprezentacje binarng oraz nastepujacy
sposob zakodowania rozwigzania w genotypie:

1100---001111111111---11011010 1010 ---01011011 1011 ---00101101
¢ 0 ¥ o

gdzie ¢, 0, ¥ i « to liczby rzeczywiste z przedziatu (—7; 7). Przy pomocy tych
wartosci wykonywane jest odwzorowanie na przestrzen fenotypéw (macierze
unitarne 2 x 2):

=[5 ][l w0 AT 2]

Wiasciwa dtugosé chromosomu znajdowana jest za pomoca wzoru (6.2).
Gdy pozadang dokladnosciag parametrow ¢, 6, ¢ i « jest 9 cyfr znaczacych,
to chromosom stanowig ciagi o dtugosci 4 x 33 = 132 bitéw.

Celem algorytmu byto znalezienie operatora dla nastepujacego zbioru par
{(Jz:), lyi))} (przyktad zaczerpnigty z [Ven00, TV06]):

(]3]0 1)
ﬁ ) \/TT) )
g 1 1
| 2| 2
IR
Prawidtowym rozwigzaniem dla takich danych wejsciowych byta macierz Usyo:

[ .70710678 0.70710678]

[ 0.7
[ 0.70710678 -0.70710678]]

w tym przypadku jest wiec to po prostu bramka Hadamarda.
Dobrane parametry zaimplementowanego algorytmu genetycznego, z kto-
rym zostaly przeprowadzone eksperymenty, przedstawia tabela 6.1.
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parametr ‘ wartoscé ‘ opis

Pc 0.9 | prawdopodobienstwo rekombinacji
Pm 0.01 | prawdopodobienstwo mutacji
N 40 | licznos¢ populacji
precision 9 | liczba cyfr znaczacych
chromlen 132 | dtugos$¢ chromosomu
elitism 5 | liczba osobnikéw elitarnych®
selekcja | turniej | metoda selekcji
Ngen 40 | liczba iteracji algorytmu

Tabela 6.1: Parametry prostego algorytmu genetycznego

%taka liczba najlepszych osobnikéw przechodzi do reprodukcji, nieza-
leznie od uwarunkowan selekcji

Jak mozna zauwazy¢, dobrane parametry przyjmuja typowe wartosci dla
prostego algorytmu genetycznego. Warunkiem stopu byto osiagniecie docelo-
wej liczby iteracji algorytmu (epok). Zastosowano mutacje oraz krzyzowanie
jednopunktowe.

Na rysunku 6.3 na stronie 87 przedstawiony jest wykres funkcji przysto-
sowania w kolejnych epokach algorytmu genetycznego. W przeprowadzonym
eksperymencie byto potrzebne 19 epok, aby algorytm znalazt wlasciwe roz-
wiazanie (optimum globalne) z bardzo duza doktadnoscia. Na rysunku przed-
stawione jest przystosowanie najlepszego osobnika w ogoéle (best), najlepszego
osobnika w danej epoce (best in epoch) oraz Srednie przystosowanie osobni-
ka w danej epoce (avg). Wykresy best in epoch i best prawie sie pokrywaja,
wynika to z zastosowania elitarnosci na etapie selekcji — kilka najlepszych
osobnikow zawsze przechodzi do etapu reprodukcji, wiec najlepsze osobniki
w danej opoce sg ewentualnie nieznacznie gorsze od najlepszych osobnikow
w poprzednich epokach.

Ostateczne rozwigzanie znalezione przez prosty algorytm genetyczny:

[[ 0.70710670 +3.39296048e-07j 0.70710687 +1.39649322e-07j]
[ 0.7

.70710687 +5.66355579e-08j -0.70710670 +1.43011215e-07j]]

Btad znalezionego rozwigzania: 9.337e-14
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2.4 T T T T T
k best in epoch —S—
2.2 best —#—
\\‘ vVl ——

error
[
o
.

c 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

epoch

Rysunek 6.3: Wykresy btedéw érednich, minimalnych i minimalnych w da-
nej epoce dla eksperymentu z prostym algorytmem genetycz-
nym
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6.4 Zmodyfikowany algorytm genetyczny

Podstawowym mankamentem poprzedniego podejscia jest ograniczenie do
znajdowania jedynie macierzy rozmiaru 2 X 2, czyli jednokubitowych bramek
kwantowych.

W publikacji [F'TGO03] zostal zaproponowany zmodyfikowany algorytm
genetyczny, dostosowany do znajdowania macierzy unitarnych dowolnych
rozmiaréw. Algorytm posiada — jak sie okaze — niektére elementy charak-
terystyczne dla strategii ewolucyjnej. Moze by¢ zastosowany takze do znaj-
dowania ogélnych operatoréw liniowych (nie tylko unitarnych).

Algorytm wykorzystuje kodowanie rzeczywiste? (charakterystyczne dla
strategii ewolucyjnych). Genotyp osobniczy reprezentowany jest bezposred-
nio w postaci macierzy n x n € R"*". Allele stanowia wartosci rzeczywiste,
ograniczone do przedzialu (—1;1). Poczatkowa populacje stanowia losowe
macierze danego rozmiaru, wygenerowane za pomocg algorytmu przedsta-
wionego w jednym z poprzednich rozdziatéw. Funkcja oceny, ktéra ma by¢é
optymalizowana przez algorytm, okreslona jest, tak jak poprzednio, za po-
moca normy Frobeniusa macierzy, zgodnie ze wzorem 6.4 na stronie 82.

Przyktadowe, zalecane parametry tego algorytmu genetycznego przedsta-
wia tabela 6.2.

parametr ‘ wartosé ‘ opis

Pc 0.85 | prawdopodobienstwo rekombinacji
Pm 0.95 | prawdopodobienstwo mutacji
Ps 0.3 | napor selekcyjny
N 200 | liczno$¢ populacji
elitism 30 | liczba osobnikoéw elitarnych
Nm 2 | liczba genéw poddawanych mutacji
perturb 0.05 | maksymalny zakres mutacji genu
Ngen 100 | maksymalna liczba pokolen

Tabela 6.2: Parametry zmodyfikowanego algorytmu genetycznego

Algorytm wykorzystuje na etapie selekcji elementy strategii elitarne;j.
W kazdym pokoleniu pewna liczba najlepszych osobnikow zawsze przecho-
dzi bezposrednio do nastepnej generacji. Liczba tych osobnikow okreslona
jest przez zmienng elitism. Pozostata czes¢ populacji tworzona jest za pomo-
cg operatorow rekombinacji i mutacji, dziatajacych na losowych osobnikach

2Algorytm oraz przykladowe eksperymenty numeryczne zostana zaprezentowane dla
unitarnych macierzy rzeczywistych, jednak zasade dzialania mozna uogélnic¢ takze na ciato
liczb zespolonych
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spoérod najlepszych w danej epoce. Zmienna Ps okresla, sposrod jakiej czesci
najlepszych osobnikéw, beda losowane osobniki, przechodzace do reprodukcji
i poddawane dzialaniu operatoréw genetycznych.

Rekombinacja w tym zmodyfikowanym algorytmie polega na krosowa-
niu réwnomiernym — potomek tworzony jest z elementow dwoch macierzy,
uczestniczacych w rekombinacji, w ten sposob, ze kolejne elementy pobierane
sg z losowego rodzica.

Operator mutacji powoduje natomiast zaburzanie wartosci genu o losowa
warto$é¢ z przedziatu (—perturb; perturb). W macierzy poddawanej mutacji
Nm elementow macierzy poddawanych jest takiej losowej modyfikacji.

Algorytm posiada zatem elementy charakterystyczne dla strategii ewolu-
cyjnej: reprezentacje rzeczywista, krosowanie rownomierne, a bardzo wazna
role odgrywa mutacja (duze prawdopodobienstwo mutacji).

Eksperyment 2: macierz 4 x 4

Znajdowana ma by¢ macierz unitarna rozmiaru 4 x 4, czyli dwukubitowa
bramka kwantowa, ktéra ma wykonywaé¢ nastepujace odwzorowania (przy-
ktad zaczerpniety bezposrednio z [FTGO3]):

[ 1] [ 2] [0 ] [ 5]

1| 2 1|3 |0 1 |0
Via | 3 |[0via |1 V26| 0 |7V26 | 0 '

L 0 | L 0 ] L 1 ] | 1]

5= 97 [ 2] [ 2] [ 4]
1| 2 1 |0 |4 1 | 6
V85| 0 |'V85 | 9 V56 | 6 | VE6 | 2

L 0 ] | 0 | L 0 ] L 0 ]

Whasciwe rozwigzanie stanowi w tym przypadku macierz:

0 0

s
I
o~ oo

o O O

1
0
0

_ o O

Zastosowane parametry algorytmu (nieznacznie zmienione w stosunku do
wartosci zalecanych w [FTGO3]) przedstawione sa w tabeli 6.2.
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Rozwiazanie znalezione przez algorytm genetyczny:

[[ 0.01146880 0.937319989  0.040377419  0.309432930 ]
[ -0.01242673  0.087410308 0.965340177 -0.307910461 ]
[ 1.00000000 0.001670577 -0.000561650  0.002388655 ]
L

-0.08441850 0.364231730 -0.216343760 -0.81890440 ]]

Btad znalezionego rozwiazania: 3.22548479429e — 05

Wykresy btedéw, analogiczne jak w poprzednim eksperymencie, przedsta-
wione sg na rysunku 6.4. Na wykresach widoczna jest wyktadnicza zbieznosé
sredniego btedu populacji do zera.

W tym przypadku algorytmowi genetycznemu udato sie znalez¢é w ciggu
20 epok macierz, ktérej elementy sa zgodne z optymalna macierza A z do-
ktadnoscig do ok. trzech cyfr znaczacych. Wynik ten mogtby byé znacznie
poprawiony przez zwiekszenie liczby iteracji algorytmu.

Dodatkowo autorzy publikacji [F'TGO3] zalecaja stopniowe zmniejszanie
zakresu mutacji (—perturb; perturb) w kolejnych epokach w celu szybszego
otrzymywania rozwiazan o duzej doktadnosci (to zalecenie nie byto uwzgled-
nione w niniejszym eksperymencie).

4.5 T T T 1
bestin epoch
4 best |

VY ——
3.5 \
3

25 ——

LN

error

o M O i) it .=
c 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 1l 17 18 19

epoch

Rysunek 6.4: Wykresy btedéw $rednich, minimalnych i minimalnych w da-
nej epoce
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Eksperyment 3: macierz 4 x 4

W eksperymencie bedzie optymalizowana macierz unitarna 4 x 4, czyli po-
szukiwana bedzie pewna dwukubitowa bramka kwantowa.

Przypusémy, ze pewien algorytm kwantowy wymaga bramki, ktora dla
kubitu q zwraca 2q i 2¢+ 1 z rownymi prawdopodobienstwami. Taki operator
unitarny wykonywaltby zatem odwzorowanie:

/s

j00) — Y2 (00} + fon))

s

j01) — Y210} + 1))

Czy istnieje operator unitarny, dzialajacy w ten sposob, oraz — jesli
istnieje — to jak on wyglada?
Dane wejsciowe stanowi w tym przypadku zbiér par:

5={ (10 Y2 (00) + o). (1o, Y2 (o) + )}

2 2
W niniejszym eksperymencie zastosowano takie same parametry jak po-
przednio — zgodne z tabelg 6.2 na stronie 88.

Rozwiazanie, ktére zostato znalezione przez zmodyfikowany algorytm ge-
netyczny, stanowi macierz:

[[ 0.7058177 -0.00139617 0.49949132 0.49891891]
[ 0.70844042 -0.00809113 -0.49876789 -0.50100109]
[-0.00093399 0.70620229 0.49109668 -0.49712111]
[ 0.0

0424357 0.70642918 -0.49954462 0.49926453]]

Btad znalezionego rozwigzania: 4.94789062079¢ — 06

W eksperymencie zostaly zastosowane takie same parametry jak w po-
przednim przypadku. Wykresy dla tego eksperymentu ze zmodyfikowanym
algorytmem genetycznym przedstawia rysunek 6.5.
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T T

best In epoch —a—
best
VY —— |

error
I
(%))

L

epoch

Rysunek 6.5: Wykresy btedow érednich, minimalnych i minimalnych w da-
nej epoce
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6.5 Projektowanie obwodéw kwantowych

Projektowanie obwodow kwantowych, ktore beda wykonywaty pozadane dzia-
tania, jest wymagajacym zadaniem. Wynika to z nieintuicyjnych wtasnosci
mechaniki kwantowej oraz niewielkiej analogii miedzy algorytmami klasycz-
nymi a kwantowymi.

Rézne mozliwe podejscia w tworzeniu systeméw hybrydowych, w kto-
rych wykorzystuje sie¢ metody ewolucyjne w projektowaniu obwodow kwanto-
wych, przedstawiono m.in. w [YI00, WG04, Rub00, SBBS99b]. W niniejszym
rozdziale zostang zaprezentowane (oraz poparte eksperymentami) niektére
z nich.

| oNoT

Uy |

\ \
\ | \
T
i qubit stril

D S
\L/ i
(a) (b)

Ue

Rysunek 6.6: Przyktadowy obwdd kwantowy (a) oraz jego reprezentacja
w postaci struktury — drzewa (b)

Zaproponowana w publikacji [Rub00] reprezentacja przyktadowego ob-
wodu kwantowego w postaci listy weztéw przedstawiona jest na rysunku 6.6.
Kazda z bramek w obwodzie kwantowych reprezentowana jest za pomoca
wezta. Bramki moga posiada¢ dodatkowo parametry: numer kubitu, na kto-
rym dziata bramka, kubit kontrolny lub parametr okreslajacy np. kat obrotu
w przestrzeni stanow kubitu. Wymienione parametry bramki reprezentowane
sg w postaci ciggu binarnego.

Operatory genetyczne, przetwarzajace tak reprezentowane obwody kwan-
towe, odpowiadaja wymianie weztéw pomiedzy grafami (w przypadku re-
kombinacji) lub wstawianie losowo wygenerowanych weztéw (w przypadku
mutacji).

Rekombinacja dla takiej struktury danych moze przebiega¢ wedtug jedne-
go (losowo wybranego) ze sposobéw: na poziomie bramek, tancuchéw binar-
nych, okreslajacych numer kubitu lub kubit sterujacy lub parametr bramki.
Krosowanie na poziomie bramek polega na wybraniu losowego punktu kroso-
wania w kazdym z dwoch obwodow podlegajacych rekombinacji. Nastepnie
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dokonywana jest wymiana fragmentéw obwodow przed i za punktami kroso-
wania — na zasadzie takiej jak w klasycznym krosowaniu jednopunktowym.

Jesli zostata wylosowana rekombinacja na poziomie tancuchéw binarnych,
oznaczajacych kubity, na ktorych dziataja bramki, to losowane sg dwa wezty
w obwodach, podlegajacych rekombinacji. Odpowiednie ciagi binarne sa na-
stepnie poddawane ,zwyktemu” krosowaniu jednopunktowemu. Krosowanie
tego rodzaju moze dotyczy¢ takze wylacznie ciggéw binarnych, oznaczaja-
cych numer kubitéw kontrolnych lub ewentualnych parametréw bramek od-
powiadajacych weztom.

Mutacja w tym algorytmie polega na zastgpieniu losowego wezta nowym
wezlem — rodzaj bramki oraz numery kubitéow sa dobierane losowo.

Przyktadowe parametry dla opisanego algorytmu programowania gene-
tycznego, stuzacego do automatycznego projektowania obwodow kwantowych,
przedstawia tabela 6.3.

parametr ‘ wartoscé ‘ opis

Pc 0.75 | prawdopodobienstwo rekombinacji
Pm 0.05 | prawdopodobienstwo mutacji
N 100 | licznosé¢ populacji
nstages 5 | maksymalna dlugo$é¢ obwodu
elitism 5 | liczba osobnikéw elitarnych
selekcja | ruletka | metoda selekcji
Ngen 100 | liczba iteracji algorytmu
Nm 1 | liczba mutowanych weztoéw

Tabela 6.3: Parametry algorytmu programowania genetycz-
nego dla automatycznego projektowania obwo-
dow kwantowych

Eksperymenty, ktore zostang przedstawione w dalszej czesci, beda korzy-
staty jedynie z bramek pozbawionych parametréw?®, poniewaz zgodnie z re-
gutami dekompozycji macierzy unitarnych, przedstawionymi na stronie 83,
kazda bramka kwantowa moze by¢ przyblizona z dowolng doktadnoscig za
pomoca uniwersalnego, skonczonego podzbioru bramek np. { H, S, CNot,
/8 }.

Podobnie jak w przypadku optymalizacji bramek kwantowych, automa-
tyczne projektowanie obwodu kwantowego jest traktowane jako zadanie mi-
nimalizacji pewnej funkcji btedu, ktéra moze byé okreslona jako e¢(U) =
>illos) — lyi)|, gdzie |o;) 1 |y;) oznaczaja odpowiednio pozadane i otrzymy-
wane stany na wyjsciu obwodu.

3bramki, ktére posiadaja parametry, to bramki takie jak np. R, () ze strony 32
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Eksperyment 4: trzykubitowe stany splatane

Celem tego eksperymentu bedzie zaprojektowanie obwodu kwantowego, kto-
ry generuje stan splatany §(|000> + |111)) ze stanu bazowego |000) trzyku-
bitowego rejestru kwantowego. Algorytm generowania takiego stanu przed-
stawiony byt w rozdziale 5.1 na stronie 59, a schemat odpowiadajacego mu
obwodu kwantowego przedstawial rysunek 5.1. Sprébujmy za pomocy algo-
rytmu programowania genetycznego znalez¢ taki obwod — lub inny, réwno-
wazny obwod, realizujacy to zadanie.

W przeprowadzonym eksperymencie zastosowano algorytm przedstawio-
ny w poprzednim podrozdziale oraz parametry przedstawione w tabeli 6.3.
Przestrzen poszukiwan zostata ograniczona do maksymalnie piecioetapowych
obwodéw, sktadajacych sie z bramek { H, CNot, 7/8 }. Optymalne rozwia-
zanie zostato znalezione po 21 epokach.

Rozwiazanie, ktére zostato znalezione przez algorytm programowania ge-
netycznego, stanowi genotyp:

H —CNo—( T )—( 1 —(CNo)
Q)| @D} o\ @D\ @
Q1) @9 @9 o (@)

Rysunek 6.7: Reprezentacja w postaci drzewa znalezionego obwodu kwan-
towego

Na powyzszym pierwszy ciagg binarny, powiazany z weztem bramki, ozna-
cza numer kubitu, na ktérym dziata bramka. Drugi ciag binarny (prawy pod-
wezel) oznacza numer kubitu sterujacego (dotyczy to tylko bramek C'Not).
Dodatkowo zatozono, ze wartos¢ ciagéw binarnych jest dzielona modulo przez
liczbe kubitéw w obwodzie. Obwod odpowiadajacy temu genotypowi przed-
stawia zatem rysunek 6.8.

Wykresy btedéw w kolejnych epokach algorytmu w tym eksperymencie
przedstawia rysunek 6.9.

Poniewaz obwoéd kwantowy mial by¢ automatycznie zaprojektowany za
pomoca skonczonego, uniwersalnego podzbioru bramek kwantowych { H,
CNot, 7/8 }, to zadanie to miato charakter problemu kombinatorycznego.
Po znalezieniu przez algorytm wtasciwej kombinacji tj. poprawnego uktadu
bramek kwantowych btagd minimalny spadt do zera w 21 epoce. Z wykresu
mozna takze odczytac, ze w dalszych epokach sredni btad w danej epoce miat
w dalszym ciggu tendencje malejaca.
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q1) T —P

Qo) — H —*

Rysunek 6.8: Alternatywny obwdd kwantowy, znaleziony za pomoca
programowania genetycznego, generujacy stan splatany
§(|000> + |111)) ze stanu bazowego |000) trzykubitowego
rejestru kwantowego

H

18 \
1le \
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Rysunek 6.9: Wykresy btedéw dla eksperymentu z programowaniem gene-
tycznym
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Eksperyment 5: 5-kubitowe stany splatane

W poprzednim eksperymencie byt przedstawiony przyktad zaprojektowania
obwodu kwantowego, ktory byt juz zaprezentowany w poprzednich rozdzia-
tach. W niniejszym eksperymencie zostanie znaleziony obwod kwantowy, kto-
ry nie byl w pracy dotad przedstawiony.

Poszukiwany bedzie obwdd kwantowy, generujacy stan splatany §(|OOOOO> +
|11111)) ze stanu bazowego |00000) pigciokubitowego rejestru kwantowego.
W tym eksperymencie uleglty drobnej zmianie parametry w stosunku do war-
tosci z tabeli 6.3. Zostata zwigkszona licznosé populacji (poplen = 500), liczba
osobnikéw elitarnych (elitism = 80). Zostato takze zmniejszone prawdopo-
dobienstwo mutacji (Pm = 0.002).

Rozwiazanie, ktére zostato automatycznie znalezione za pomoca algoryt-
mu, stanowi genotyp:

Rysunek 6.10: Reprezentacja w postaci drzewa znalezionego obwodu kwan-
towego

Schemat obwodu kwantowego, odpowiadajacy temu genotypowi przed-
stawia rysunek 6.11.

W przypadku tego eksperymentu najlepsze rezultaty otrzymywano dopie-
ro po dobraniu odpowiednich parametréw dotyczacych etapu selekcji. W przy-
padku bardzo duzych populacji oraz niewielkiego zréznicowania przystoso-
wan selekcja turniejowa lub za pomoca metody ruletki moze nie dawaé zbyt
dobrych rezultatéw — np. prawdopodobienstwo selekcji rozwigzania bliskie-
go optymalnego moze wynie$¢ 2%, a prawdopodobienstwo selekcji innych
rozwigzan 1% (zbyt maty napér selekeyjny). Znacznie lepsze rezultaty moze
w takim przypadku przynie$é¢ zastosowanie selekcji rankingowej z odpowied-
nio dobrang funkcja rozktadu prawdopodobienstwa selekcji.
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Rysunek 6.11:
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Obwod kwantowy, znaleziony za pomoca programowa-
nia genetycznego, generujacy stan splatany g(!OOOOO) +
|11111)) ze stanu bazowego |00000) pigciokubitowego reje-
stru kwantowego
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best
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error

Rysunek 6.12:
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Wykresy btedéw dla eksperymentu z programowaniem ge-
netycznym
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Minimalizacja obwodéw kwantowych

Dla klasycznego rachunku zdan istniejg deterministyczne metody pozwalaja-
ce na minimalizacje formul boolowskich: tablice Veitch’a, diagramy Carno-
ugha, algorytm Quine’a-McKluskey’a. Podobnie zagadnienie minimalizacji
rozpatruje sie w przypadku obliczen kwantowych. Celem takiej optymaliza-
cji jest znalezienie najprostszego obwodu, realizujacego pozadane obliczenia.

Skuteczne rozwigzanie takiego problemu za pomocg algorytmu genetycz-
nego zostato przedstawione m.in. w [YI00]. Autorom tej publikacji udato sie
zaprojektowaé prostszy obwod kwantowy, realizujacy protokédt teleportacji
kwantowej (oméwionej w podrozdziale 5.2 na stronie 61) niz réwnowazny
obwod, zaprojektowany wczesniej przez czlowieka. Teleportacja kwantowa
w modelu kwantowych bramek logicznych, przedstawiona po raz pierwszy
w [Bra96], wykorzystywata obwdd, sktadajacy sie z jedenastu bramek kwan-
towych. W publikacji [YI00] za pomoca algorytmu genetycznego zaprojekto-
wano réwnowazny obwod sktadajacy sie z osmiu bramek.

Optymalizacja obwodéw kwantowych moze by¢ wykonywana pod wzgle-
dem réznych kryteriéw. Rozwazany moze by¢ rézny zestaw bramek elemen-
tarnych, z ktérych algorytm genetyczny buduje obwod kwantowy. Celem
algorytmu moze by¢ zminimalizowanie liczby uzytych bramek lub etapow
obliczeniowych (dtugosé obwodu). Wszystkie te kryteria sa istotne dla po-
tencjalnej fizycznej realizacji takich uktadéw, poniewaz wraz ze wzrostem
ztozonosci i wielkosci obwodu realizujacego obliczenia kwantowe, rosnie praw-
dopodobienstwo pojawienia si¢ btedow i trudno$é¢ w uniknieciu przedwcezesnej
dekoherencji.

W publikacji [Y100], gdzie zostala zaprezentowana skuteczna metoda mi-
nimalizacji obwodéw kwantowych, zostalo wykorzystane nieco inne podejscie
niz przedstawione w poprzednich podrozdziatach. Celem algorytmu byto zna-
lezienie obwodu kwantowego, réwnowaznego obwodowi 5.4 ze strony 62, re-
alizujacego protokot teleportacji kwantowej. Taki obwod kwantowy wykonuje
operacje na trzech kubitach. W zastosowanym podejsciu przyjeto nastepujace
zalozenia:

e Reprezentacja catkowitoliczbowa rozwiazan — obwody kwantowe re-
prezentowane sg za pomoca ciggdéw liczbowych

e Silne heurystyczne zatozenia aprioryczne — w zastosowanej metodzie
ewolucyjnej zostata zawarta wstepna wiedza o poszukiwanym obwodzie
kwantowym
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e Chromosomy dzielone byty na kodony (ang. codons), w tym przypadku
byty to podtancuchy o dtugosci trzech cyfr

EPR-pair Alice’s part Bob’s part

112]231]001]331 | 132|012]221]302 | 001]100]002|201

e Przejscie z przestrzeni genotypéw do przestrzeni fenotypow wykonywa-
ne byto za pomoca specjalnych tabel (str. 101).

Do przyjetych apriorycznych zalozen nalezaty:

e Teleportacja kwantowa musi si¢ rozpoczaé¢ od wygenerowania splatane;j
pary EPR, ktora bedzie stanowita kwantowy kanat transmis;ji.

e Etap generacji pary EPR moze sie sktada¢ z bramek dziatajacych je-
dynie na dwoch kubitach.

e Strona wysylajaca i odbierajaca moga wykonywac operacje jedynie na
posiadanych przez nie, odpowiednio, parach kubitow.

e Dozwolona jest tylko jednokrotna operacja pomiaru stanu, wykonywa-
na u strony wysytajacej.

W publikacji [Y100] zastosowano krosowanie dwupunktowe, z prawdopo-
dobienstwem krosowania Pc = 0.7. Licznos¢ populacji wynosita N = 5000.
Przyjeto, ze przestrzenia poszukiwan beda obwody, sktadajace si¢ jedynie
z bramek { CNot, L, R }. Bramki L i R opisywane sa przez macierze, ktore
byty przedstawione w sekcji 5.2.

Tabele 6.4, 6.4 i 6.4 stuza do odwzorowywania kodonéw na elementy
obwodow kwantowych. Pozwalajg one odczytac, jakim bramkom kwantowym
odpowiadaja dane tancuchy liczbowe. Indeksy dolne przy nazwach bramek
w tabelach oznaczajg numery kubitéw, na ktorych dziatajg bramki.

Za pomoca tego podejscia autorom [YT00] udalo sie znalezé obwod przed-
stawiony na rysunku 6.14 na stronie 103. Obwdd ten jest opisywany za po-
mocg genotypu:

112]231]001]331]132|012]121]302|220/020]001
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6. METODY EWOLUCYJNE I OBLICZENIA KWANTOWE

| o0 | 1 [2]3]
0| CNOTy | CNOTy 0
CNOTy, | CNOTo 1
CNOTy | CNOTh 2
3
1 Ly L, 0
LO L1 1
LQ L1 2
3
2 Ry Ry 0
Ry Ry 1
Ry Ry 2
3
3 *

Tabela 6.4: Tabela przejscia do przestrzeni fenotypéw dla fragmentu obwo-
du generujacego par¢ EPR

o t | 2 3]

0 CNOT, | CNOTy 0
CNOTyy | CNOTy 1
CNOTy; | CNOTy, 2

3

1 Ly Lo 0

Ly Lo 1

Ly Lo 2

3

2 Ry Ry 0
Ry Rs 1

Ry ) 2

3

3 pomiar *

Tabela 6.5: Tabela przejécia do przestrzeni fenotypow dla czesci wysytaja-
cej obwodu
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6. METODY EWOLUCYJNE I OBLICZENIA KWANTOWE

| o | 1 | 2 |3]
0 CNOTy, | CNOTy 0
CNOTy, CNOTy, 1
CNOTy, | CNOTys 2
3
1 Lo I Lo 0
Lo I Lo 1
Lo L Lo 2
3
21 R, I R, 0
Ry Ry Ry 1
Ry R Ry 2
3
3 k

Tabela 6.6: Tabela przejscia do przestrzeni fenotypow dla czesci odbieraja-
cej obwodu
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6. METODY EWOLUCYJNE I OBLICZENIA KWANTOWE

a R sl 5 g x
— \u| L~
b— [ NP i l y
|
C | o zZ
& &4 (7]
Alice Bob

Rysunek 6.13: Oryginalny obwdd teleportacji kwantowej z [Bra96]

|
a L 1R X
I M | I
b — L N i y
- ]
|
C N ® (W Z
|
Alice Bob
Rysunek 6.14: Zoptymalizowany = obwdéd  kwantowy,  przedstawiony
w [YI00], znaleziony za pomoca algorytmu genetycz-
nego
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6. METODY EWOLUCYJNE I OBLICZENIA KWANTOWE

Zmodyfikowane operatory genetyczne

W publikacji [WG04] zaproponowano zmodyfikowane operatory genetyczne
dla projektowania obwodéw kwantowych za pomoca programowania gene-
tycznego.

e Mutacja. Modyfikacji podlega losowo wybrany wezetl drzewa. Jesli we-
ztem jest bramka, posiadajaca parametry, to podlegaja one losowej
modyfikacji. Dla bramek nie posiadajacych parametréw, zmieniane sg
wartosci, okreslajace kubity, na ktorych dziata bramka.

e Zamiana. 7Z obwodu wybierane sg losowo dwie bramki, ktére sg na-
stepnie zamieniane miejscami w obwodzie.

e Krosowanie. Operator dziata na dwoch obwodach kwantowych. W oby
dwu z nich wybierane sa losowe punkty krosowania. Nowe obwody
kwantowe sa zbudowane z odpowiednio pierwszej i drugiej czesci wy-
losowanych do krosowania obwodow. Nalezy zauwazy¢, ze w wyniku
dzialania tego operatora ulegajg zmianom takze dhugosci obwodow.

e Transpozycja. Podobnie jak krosowanie, operator dziata na dwoch
obwodach podlegajacych reprodukcji. Z pierwszego obwodu wybiera-
ny jest losowo ,podobw6d” (poprzez losowe wybranie dwoch punktéw
w tym obwodzie) — tak znaleziona cze$¢ jest wstawiana w losowe miej-
sce drugiego obwodu.

e Wstawienie. Operator dziata na pojedynczym obwodzie. W losowym
punkcie obwodu jest wstawiany wygenerowany zupetie losowo podo-
bwdd. Dziatanie tego operatora powoduje zatem zwigkszenie dtugosci
obwodu.

e Usuniecie. Operator jest odwrotnoscia wstawienia. Losowo wybrana
czed¢ obwodu kwantowego jest usuwana. W rezultacie otrzymywany
jest obwod o mniejszej dtugosci.

Niektore z powyzszych, zmodyfikowanych operatoréw moga powodowad
zmiane dtugosci obwodu (liczbe weztéw). Stosowne jest zatem nalozenie ogra-
niczenia na maksymalng i minimalng dtugos¢ obwodu, podobnie jak ograni-
cza si¢ maksymalng gtebokos¢ drzewa w ,zwyklym” programowaniu gene-
tycznym.

104



6. METODY EWOLUCYJNE I OBLICZENIA KWANTOWE

Reprezentacja symboliczna operatoréw

Algorytm Grovera, przedstawiony w podrozdziale 5.4, wykorzystuje itera-
cyjne wykonywanie dwoch operacji kwantowych A i B, danych za pomoca
wyrazen:

./4 =1I- 2’0.)0><Cd0|
B = 2‘¢0><¢0| —1

Zagadnienie projektowania obliczen kwantowych, poprzez postugiwanie
sie takimi wyrazeniami symbolicznymi, za pomocg programowania genetycz-
nego wydaje sie by¢ obiecujacym kierunkiem do dalszych badan. Przyktado-
wa reprezentacja operatorow A i B za pomoca drzew przedstawiona jest na

rysunku 6.15.

(a) A= T - 2Jwo)(wol (b) B = 2[¢o)(¢o| — I

Rysunek 6.15: Przykladowa reprezentacja operatoréw A i B algorytmu
Grovera w postaci drzew
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6. METODY EWOLUCYJNE I OBLICZENIA KWANTOWE

6.6 Wnioski

W rozdziale zostato wykonane pie¢ eksperymentéw z réznymi algorytmami
genetycznymi (z réznymi parametrami) oraz zostaly przedstawione mozliwe
inne podejscia, godne dalszej uwagi.

W pierwszym eksperymencie zostal zastosowany prosty algorytm gene-
tyczny do znalezienia macierzy unitarnej 2 x 2, realizujacej pozadane odwzo-
rowanie dla zadanych par wektoréw wejsciowych i wyjsciowych. Metoda byta
oparta na specyficznym sposobie dokompozycji macierzy unitarnych 2 x 2,
wiec posiadala ona ograniczony zakres zastosowan.

W drugim z eksperymentow zostal przetestowany zmodyfikowany algo-
rytm genetyczny (majacy elementy strategii ewolucyjnej), zaproponowany
w publikacji [FTGO3], przystosowany do znajdowania macierzy unitarnych
dowolnych rozmiaréw, co jest zaleta w stosunku do poprzedniego podej-
Scia. O skutecznosci tego algorytmu $wiadczy szybka, wyktadnicza zbieznosé
sredniego btedu populacji do zera, ktérag mozna byto odczytaé¢ z wykresow
6.416.5.

Trzeci z eksperymentéw prezentowal metode znalezienia bramki kwan-
towej, wykonujacej prosta operacje arytmetyczng na kubitach. Zastosowano
w tym celu algorytm taki jak w poprzednim eksperymencie, drobnej zmianie
ulegty jedynie parametry algorytmu.

Przedstawiono rowniez mozliwosci automatycznego projektowania obwo-
dow kwantowych. Zostato to zilustrowane w eksperymencie, w ktorym obwdd,
generujacy trzykubitowy stan splatany, zostat automatycznie zaprojektowa-
ny przy pomocy programowania genetycznego. Rezultatem eksperymentu by-
to znalezienie alternatywnego obwodu (6.8), generujacego trzykubitowy stan
splatany (nie byl to jednak obwéd optymalny pod wzgledem liczby uzytych
bramek kwantowych).

W piagtym eksperymencie numerycznym zostat automatycznie zaprojek-
towany prosty obwdd kwantowy (6.11), nieprezentowany wcze$niej w pra-
cy, generujacy stan splatany pieciokubitowego rejestru kwantowego ze stanu
bazowego |00000). Znaleziony obwdd kwantowy jest takze optymalny pod
wzgledem liczby uzytych bramek i etapow obliczen.

W rozdziale zostaly takze zaprezentowane mozliwe nowe, obiecujace kie-
runki dalszych badan, wykorzystujace metody ewolucyjne w informatyce
kwantowej. Symulacja duzych obwodéw kwantowych wiaze sie z wyktadni-
czym wzrostem ztozonosci pamieciowej i obliczeniowej. Efektywng metoda
przeszukiwania tak duzych przestrzeni rozwigzan mogtoby si¢ okaza¢ zasto-
sowanie migracyjnego modelu HFC.
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Podsumowanie

Celem niniejszej pracy byty opracowanie srodowiska symulacji obliczen kwan-
towych oraz zbadanie mozliwosci wykorzystania metod ewolucyjnych sztucz-
nej inteligencji w réznych aspektach projektowania obliczen kwantowych.

W pracy zostatl wykorzystany model obliczeniowy obwodow kwantowych
oraz zostata opracowana obiektowa biblioteka dla jezyka Python. Przy uzy-
ciu stworzonej biblioteki zostaly zaimplementowane podstawowe algorytmy
kwantowe — generowanie stanéw splatanych, algorytm Grovera, kodowanie
supergeste oraz protokot teleportacji kwantowej.

Zostaly zaprezentowane mozliwosci wykorzystania wybranych metod ewo-
lucyjnych w projektowaniu operatorow unitarnych oraz catych obwodoéw kwan-
towych. Obliczenia ewolucyjne okazuja sie skutecznym narzedziem w réznych
aspektach projektowania algorytmoéow kwantowych.

W dynamicznym rozwoju komputeréw kwantowych przeszkadzaja obec-
nie trudnosci zwigzane z utrzymywaniem ,delikatnego” stanu koherencji kwan-
towej i wigzace sie z tym bledy oraz problemy z samym projektowaniem al-
gorytméw kwantowych. Niepozadana dekoherencja uktadu kwantowego jest
bardzo trudna do unikni¢cia wraz ze zwickszaniem liczby kubitow w rejestrze
kwantowym.

W wielu osrodkach naukowych na $wiecie, zajmujacych sie badaniami nad
informatyka kwantows, prowadzone sa obecnie prace zwigzane w szczegdlno-
Sci z kwantowsa korekcja btedow oraz projektowaniem obliczen kwantowych
w taki sposob, by do pewnego stopnia byty one niewrazliwe na pojawiajace
sie bledy (ang. fault tolerant quantum computing). Prawdopodobnie takze
w takim aspekcie projektowania komputeréw kwantowych metody ewolucyj-
ne sztucznej inteligencji bytyby bardzo pomocnym narzedziem.

Wiele zagadnien, pominietych w niniejszej pracy, mogtoby by¢ interesuja-
cym i obiecujacym kierunkiem dalszych badan. Nalezy do nich m.in. wykorzy-
stanie obliczen kwantowych z punktu widzenia kryptografii i kryptoanalizy
oraz metody sztucznej inteligencji, czerpigce z mozliwosci informatyki kwan-
towej (kwantowe sieci neuronowe lub algorytmy genetyczne typu QIGA (ang.
quantum inspired genetic algorithm)).
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Streszczenia 1 stlowa kluczowe

stowa kluczowe: informatyka kwantowa, sztuczna inteligencja, obliczenia
ewolucyjne, algorytmy genetyczne, programowanie genetyczne

Streszczenie

Przedmiotem niniejszej pracy magisterskiej sa obliczenia kwantowe oraz sys-
temy hybrydowe, taczace metody ewolucyjne sztucznej inteligencji i informa-
tyke kwantowa. W pracy zostal przedstawiony model obliczen kwantowych,
wykorzystujacy kwantowe bramki logiczne. Zaproponowano model obiektowy
dla obliczen kwantowych, na podstawie ktorego zostata stworzona biblioteka
qclib, pozwalajaca na symulacje pracy komputera kwantowego. Za jej po-
moca zaimplementowano podstawowe algorytmy kwantowe: algorytm Gro-
vera, protokot teleportacji kwantowej, kodowanie supergeste i generowanie
stanow splatanych. Zostaly przedstawione podstawowe trudnosci, zwigzane
z projektowaniem obliczen kwantowych, oraz mozliwosci wykorzystania me-
tod ewolucyjnych sztucznej inteligencji w kontekscie projektowania obliczen
tego rodzaju. Zaprezentowano wykorzystanie prostego oraz zmodyfikowanego
algorytmu genetycznego przy projektowaniu operatorow unitarnych, a tak-
ze wykorzystanie programowania genetycznego przy projektowaniu catych
obwodéw kwantowych. Niektore mozliwe podejscia zostaty zilustrowane eks-
perymentami numerycznymi.
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Abstract and keywords

keywords: quantum computing, artificial intelligence, automated design,
evolutionary systems, genetic algorithms, genetic programming

Abstract

This master thesis is focused on quantum computing and its possible applica-
tions of genetic algorithms. Quantum computing is considered in the terms of
quantum gates computational model. Proposal of object model for quantum
computing is presented. Practical part of this thesis consists of the quan-
tum computing library (qclib) allowing to simulate a quantum computer.
The basic quantum algorithms are presented and implemented using qclib:
Grover’s fast search algorithm, quantum teleportation, quantum superden-
se coding and production of entangled quantum states. Generation of such
quantum algorithms is a difficult task for human. They are unintuitive and
computationally intensive. For that reason hybrid systems combining quan-
tum computing and genetic algorithms are considered. In this thesis simple
and modified genetic algorithms are used and compared to evolve quantum
gates. Complete quantum circuits are created using genetic programming.
Some of possible approaches are illustrated with numerical experiments.

109



Rl e e e e e e ol
SOOI UT R WNFRFOOOIDD U W =

[\
—_

DO DN DN DD DD D DN N
OO0 Ut W N

WWwWwww
W= O

s s W W WL W
WN OO IO Ut

N
N

Zalagcznik — kody zrédlowe

Biblioteka qclib

#!/usr/bin/python
#

Quantum Computing Python Library
Copyright (C) 2008 Robert Nowotniak <robert@nowotniak.com>

$Id: qclib.py 49 2008—06—16 09:12:08Z rob §

gclib is free software; you can redistribute it and/or

modify it under the terms of the GNU General Public License as published by
the Free Software Foundation; either wversion 2 of the License, or

(at your option) any later wversion.

gclib is distributed in the hope that it will be wuseful,

but WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty of

# MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the

# GNU General Public License for more details.

#

# You should have received a copy of the GNU General Public License
# along with qclib; if not, write to the Free Software Foundation

#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#
#

from numpy import =*
from random import random
import copy

# for floating point operations, comparisons etc.
epsilon = 10e—6

class QRegister:

’?’Quantum register class’’’

def __init__(self, m = None):

if m = None:
return

if isinstance (m, ndarray) or type(m) = type([]):
m = matrix (m)

if isinstance (m, matrix) and m.shape[0] = 1:
m = transpose (m)

if not isinstance (m, matrix) or m.shape[l] != 1:
raise WrongSizeException

self . matrix = m

self.size = int (math.log (m.size, 2))
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def

def

def

def

def

def

def

def

def

__rmul__(self, argl):

# argl x self

if type(argl) not in [int, float, complex]:
raise Exception ()

result = copy.deepcopy(self)

result . matrix = argl x self.matrix

return result

__add__(self, arg2):

# self + arg2

result = copy.deepcopy(self)

result . matrix = self.matrix + arg2.matrix
return result

__sub__(self, arg2):

# self — arg2

result = copy.deepcopy(self)

result . matrix = self.matrix — arg2.matrix
return result

__pow__(self , arg2):

# self xx arg2

result = QRegister ()

result . matrix = kron(self.matrix, arg2.matrix)
result.size = int (math.log(result.matrix.size, 2))
return result

__cmp__(self, other):
ml = self.matrix
if isinstance (other, (matrix, ndarray)):
m2 = other
elif isinstance (other, QRegister):
m2 = other.matrix
else:
return —1
try:
if sum(abs(ml — m2)) < epsilon:
return 0
else:
return 1
except Exception:
raise WrongSizeException, \
’Comparison of different size quantum

__str__(self):
return str(self.matrix)

reset (self , n = 0):
for i in xrange(self.matrix.size):

self . matrix[1i] 0
self . matrix[n] = 1
normalize (self):
1 = sqrt(sum([abs(x)*%2 for x in self.matrix]))
self . matrix = self.matrix / 1

return self

measure (self , xqubits):

if len(qubits) = 0:
# measure all qubits in register
qubits = range(int (math.log(self.matrix.size,

qubits = list (qubits)
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108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168

def

qubits.sort ()

p =

{} # results probabilities

# number of possible measurement results
nres = 2 xx len(qubits)
# enumerate all posible results

for

for

i in xrange(nres):

p[dec2bin(i, int(math.log(nres, 2)))[:: —=1]] = 0.0
i in xrange(self.matrix.size):

# reversed binary representation of base wvector

revbin = dec2bin(i, int(math.log(self.matrix.size, 2)))[:: —1]
# reversed binary representation of selected qubits
revsel = ’’.join ([revbin[q] for q in qubits])

plrevsel] 4= float (abs(self . matrix[i]) =% 2)

keys = p.keys ()
# accumulated probabilities
last = p[keys[0]]

for

k in keys[1:]:
plk] += last
last = p[k]

plkeys[—1]] = 1.0
# get the measurement result according to probabilities
r = random ()

for

k in keys:

if r <= plk]:
result = k
break

# selective reset of amplitudes

for

i in xrange(self.matrix.size):

revbin = dec2bin(i, int(math.log(self.matrix.size, 2)))[:: —1]
revsel = "’ .join ([revbin[q] for q in qubits])
if revsel != result:

self . matrix[i] = 0.0

# normalize final state
self .normalize ()

return Ket(int (result[:: —=1], 2), len(qubits))
dirac (self , reduce = True, binary = True):
7??”Return state in Dirac (bra—ket) notation”””
elems = []
if len(filter (lambda x: float (abs(x)) > 1 — epsilon, self.matrix)) = 1:
single = True
else:
single = False
for i in xrange(self.matrix.size):
val = complex(real (self.matrix[i]), imag(self.matrix[i]))
if reduce and abs(val) < epsilon:
continue
if abs(val) < epsilon:
elem = 40’

elif imag(val) 0:

elem = "%t+g’ % abs(val)
elif real(val) != 0:

elem = +%s’ % str(val)
else:

# only imaginary part

elem = %tgj’ % (imag(val))
if single and reduce:

elem = 7’
if binary:

elem 4= (’|%0’+str (math.log (self.matrix.size, 2))+’d>’) % int (dec2bin(i))
else:

elem 4= ’|%s>’ % i
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170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
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186
187
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194
195
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200
201
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204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230

def

elems . append (elem)
return ’ ’.join (elems)

outer (self , qreg):
’?’Compute an outer product with another register
if self.matrix.size != transpose(qreg.matrix).size:
raise WrongSizeException, \
"Outer product of different size registers
result = Arbitrary (dot(self.matrix, transpose(qreg.matrix)))
return result

LRI

)

class Qubit ( QRegister):
777 Qubit class’’’

def

def

__init__(self, val):
if not isinstance(val, int):
return QRegister. __init__(self, wval)

self.size =1
if val = 0:

self . matrix = transpose(matrix ([[1, 0]]))
elif val = 1:

self . matrix = transpose(matrix ([[0, 1]]))
else:

raise WrongSizeException

flip (self):

tmp = self.matrix [0]
self . matrix [0] = self.matrix [1]
self . matrix [1] = tmp

class QCircuit:

>?’Quantum circuit class

def

def

LRI

__init__(self, xstages):
self.stages = stages

__call__(self, qreg):
# Efficient algorithm could be implemented here instead. Reference:
# Wissam A. Samad, Roy Ghandour, and Mohamad.
# Memory efficient quantum circuit simulator based on linked list architecture
result = copy.deepcopy(qreg)
for s in self.stages:
result = s(result)
return result

class QGate:

> ’Quantum gate class

def

def

EEE IR ]

__pow__(self, arg2):

# parallel gates

if not isinstance (arg2, QGate):
raise Exception(repr(arg2))

result = Stage(self, arg2)

return result

__str__(self):
return str(self.matrix)
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235
236
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238
239
240
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244
245
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248
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250
251
252
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254
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256
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265
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273
274
275
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277
278
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281
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285
286
287
288
289
290
291
292

def __mul__(self, arg2):
# self % arg2
if isinstance (arg2, QRegister):
# gate x reg
result = QRegister ()

try:
result . matrix = dot(self.matrix, arg2.matrix)
except:
raise WrongSizeException, ’'Wrong size of input
return result
if self.matrix.shape != arg2.matrix.shape:

raise Exception ()
# gate * gate
result = QGate()
# order changed!
result . matrix = dot(arg2.matrix, self.matrix)
return result

def __rmul__(self, argl):
# argl * self
if type(argl) not in [int, float, complex]:
raise Exception, ’'Numerical coefficient expected’
result = copy.deepcopy(self)
result . matrix = argl * self.matrix
return result

def __add__(self, arg2):
# self + arg2
result = copy.deepcopy (self)
result . matrix = self.matrix 4+ arg2.matrix
return result

def __sub__(self, arg2):
# self — arg2
result = copy.deepcopy(self)
result . matrix = self.matrix — arg2.matrix
return result

def __call__(self, qreg):
return self.compute(qreg)

def compute(self, qreg):
if not isinstance (qreg, QRegister):
raise Exception ()
return self *x qreg

def trace(self):
return self.matrix.trace ()

def determinant(self):
return linalg.det(self.matrix)

def transpose(self):
self . matrix = transpose(self.matrix)
return self

def inverse(self):

self . matrix = linalg.inv(self.matrix)
return self

class Stage (QGate):
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293 ’?’Quantum computing stage — a layer in circuit’’’
294

295 def __init__(self, xgates):

296 self.gates = gates

297 m = self.gates [0]. matrix

298 for g in self.gates[1:]:

299 m = kron(m, g.matrix)

300 self . matrix = m

301 self.size = sum([g.size for g in gates])
302

303 | #

304 |# Elementary quantum gates

305 |#

306

307 | class ElementaryQuantumGate (QGate) :

308 pass

309

310

311 | class Identity (ElementaryQuantumGate) :

312 def __init__(self, size = 1):

313 self . matrix = eye(2 =% size)

314 self.size = size

315

316

317 | class Hadamard (ElementaryQuantumGate) :

318 def __init__(self, size = 1):

319 h = s2 x matrix ([

320 [1, 1],

321 (1, 1))

322 m=h

323 for i in xrange(size — 1):

324 m = kron(m, h)

325 self . matrix = m

326 self.size = size

327

328

329 | class CNot(ElementaryQuantumGate) :

330 »’’ Controlled not gate’’’

331

332 def __init__(self, control = 1, target = 0):
333 if control =— target:

334 # (it would impose non—unitary matrizc)
335 raise Exception(’Control and target qubits cannot be equal’)
336 elif control = 1 and target =— O0:
337 self . matrix = matrix ([

338 [1, 0, 0, 0],

339 [0, 1, 0, 0],

340 [0, 0, 0, 1],

341 [0, 0, 1, 0]])

342 self.size = 2

343 elif control = 0 and target — 1:
344 self . matrix = matrix (|

345 [1, 0, 0, 0],

346 [0, 0, 0, 1],

347 [0, 0, 1, 0],

343 [0, 1, 0, 0]])

349 self .size = 2

350 else:

351 size = max(control, target) + 1
352 if size =— 1:

353 size = 2

354 dim = 2 xx size
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355 self . matrix = eye(dim)

356 # find correct permutation of identity matriz columns

357 for b in xrange(dim):

358 bstr = dec2bin (b, size)

359 if bstr[—(control+41)] = ’1:

360 bstr = list (bstr)

361 if bstr[—(target+1)] = ’0’:

362 bstr[—(target+1)] = ’1°

363 else:

364 bstr[—(target+1)]

365 bstr = ’’.join (bstr)

366 self . matrix [: ,b] = eye(dim) [:, int (bstr, 2)]

367 self .size = size

368

369 | class Not(ElementaryQuantumGate) :

370 ’7’Not gate’’’

371

372 def __init__(self):

373 self . matrix = matrix ([

374 [0, 1],

375 (1, 0]])

376 self.size =1

377

378 | class PhaseShift (ElementaryQuantumGate) :

379 def __init__(self, angle = pi):

380 self.angle = angle

381 self . matrix = matrix ([

382 [1, 0],

383 [0, exp(angle = 1j)]])

384 self.size =1

385

386

387 | class Toffoli (ElementaryQuantumGate) :

388 7’’’ Toffoli gate — Controlled Controlled Not gate’’’

389 def __init__(self):

390 self . matrix = matrix ([

391 [ 1, O 0

392 [ o,

393 [ o

304 [ o

395 [0,
[ 07
[ 07
[ 07

i

0

396
397
398
399 self.s
400
401
402 | class Fredkin(ElementaryQuantumGate) :
403 ’?’Fredkin gate — Controlled Swap gate’’’
404 def __init__(self):
405 self . matrix = matrix ([
406 [ 1, O 0
407 [ o, 1
408 [0, O
409 [ 0, O
410 [ o, o0
[0, ©
[0, 0
[0, ©
i =

)
)
)
)
)
)
)
)

[eNeNeN o NoNoNo)
OO OO OOO
HOOOOoOOoOOoOOo

)
)
)
)
)
)
)
)

[eNeNeNel oo

[N elNoloNall ool

1
0
0
0
0
0
0

ze

[e=]

411
412
413
414 self.size
415
416

)
)
)
)
)
)
)
)

cooroooo
oroocoooo0o
SLeReeesS
sLlLLLeLs

)
)
)
)
)
)
)
)

[eNeoNoNoN =Nl

~
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417 | class Swap(ElementaryQuantumGate) :

418 > 7 Qubits order swap gate’’’

419 def __init__(self):

420 self . matrix = matrix ([

421 (1, 0, 0, 0],

422 [0, 0, 1, 0],

423 [0, 1, 0, 0],

424 [0, 0, 0, 1]])

425 self.size = 2

426

427

428 | class Arbitrary (ElementaryQuantumGate) :

429 ’’’Quantum gate with arbitrary unitary matrix’’’
430 def __init__(self, m):

431 m = matrix (m)

432 if (m.H * m = eye(m.shape[0])).any() = False:
433 pass

434 # raise FException, ’'Not unitary matriz for quantum gate’
435 self . matrix = m

436 self.size = int (math.log (m.shape[0], 2))
437

438

439 | class WrongSizeException (Exception):

440 def __str__(self):

441 return ’Wrong size of quantum computing object’
442

443

444 | def dec2bin(dec, length = None):

445 77” convert decimal value to binary string”””
446 result = 7’

447 if dec < 0:

448 raise ValueError, "Must be a positive integer”
449 if dec = 0:

450 result = 0’

451 if length != None:

452 result = result.rjust (length, '07)

453 return result

454 while dec > 0:

455 result = str(dec % 2) + result

456 dec = dec >> 1

457 if length != None:

458 result = result.rjust (length, ’07)

459 return result

460

461

462 | def Ket(n, size = None):

463 if (n =0 or n = 1) and size = None:

464 return Qubit(n)

465 ket = QRegister ()

466 if size = None:

467 size = int(floor (math.log(n, 2)) + 1)

468 ket . matrix = transpose(matrix ([zeros (2 #x size)]))
469 ket.matrix [n] =1

470 return ket

471

472

473 | def epr(qreg = Ket(0) #*x Ket(0)):

474 ?7?” Generate an EPR-pair for |00> input state”””
475 circ = (Hadamard() #x I) % CNot()

476 return circ (qreg)

477

478
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479
480
481
482
483
484
485
486
487
488
489
490

ket0 = Ket (0)
ketl = Ket (1)
s2 = sqrt (2)

/ 2

h = Hadamard ()
I = Identity ()
cnot = CNot ()
cnot2 = CNot(0, 1)
T = Arbitrary (matrix ([
(1, o],
[0, exp(1.0jxpi/4)]]))
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